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SERIES TEMPORELLES

1 Introduction

On observe une dépendance temporelle pour les séries macroéconomique et financieres.
Cette dépendance peut découler de différents phénomenes économiques.

Exemples:
e Investissement;
e Couts d’ajustement;
e Habitudes de consommation.

On observe donc des séries qui sont corrélées dans le temps (autocorrelées).

Objectif:

On va chercher une représentation parcimonieuse de cette dépendance temporelle
pour des fins de prévisions. On va se situer premierement dans un contexte univarié.

La série sera donc modélisée en fonction de son passé seulement.

2 Présentation des séries temporelles

2.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est une séquence de variables aléatoires définies sur un
ensemble ). Ces variables aléatoires sont soient univariées ou multivariées et sont
fonction du temps. On va noter un processus stochastique univarié de la facon

suivante:
Y = ()/t)t = t07t0+15t0+27"')1)27' . .,OO)

et to peut étre égal a —oo.



Une série temporelle est un échantillon observé a différents points ou intervalles

dans le temps noté Yy (w),t =1,...,T ou w € Q.

Exemple:
Yi,92, - Yr-

Les observations 41, ys, - - -, y7 sont donc une réalisation d’un processus stochastique
) ) )

Y:. Voici un exemple d’un processus stochastique:

Exemple

g ~ i.4.d(0,0%) t=0,%1,42,43, -
E(Et)zo E(EtEt_j) VJ

On peut alors simuler une réalisation de ce processus a ’aide de simulations sur
ordinateur. On aura autant de réalisations que de simulations & partir du processus.
L’espérance mathématique de la variable aléatoire est donnée par la formule

suivante:

p=E) = [ O:o oo () d(n)

ou fy,(y:) est la fonction de densité marginale de Y;. Cette espérance correspond
a la moyenne de la fonction de répartition. Un estimateur de cette espérance est

donnée par la moyenne empirique:
=1y
H= T & Y-

La variance de la variable aléatoire Y; est définie comme étant:
2 o 2
Yor = E (Y — )" = / (Y — 11e)" fri (ye)dye-

—00

Un estimateur de cette variance est donnée par:

1T

. N2

’VOZ*Z(yt—M) .
Ti=



2.2 Fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation

Fonctions décrivant la dynamique d’un processus stochastique.

Fonction d’autocovariance:

W= coo(Yi,Yio) = B [(Yi — B(Y) (Yig — E(Yio))
v = var(Yy)
Y-k = cov(Yy,Yiu) = E[(Ye — E(Y})) (Yiek — E(Yiq))]
La séquence
Yk k= 0,+1,£2,---

est appelée fonction d’autocovariance. Cette fonction mesure la dépendance tem-

porelle de la série.

Inconvénient: Elle n’est pas invariante aux unités de mesure.

Exemple

Zt = 1 OOyt

On aura que

cov(zize1) = 10000cov (Y, Yitk)

Solution:
Si on divise la fonction d’aucovariances par la variance, g, on aura une fonction

invariante aux unités de mesure. On obtiendra ainsi la fonction d’autocorrélation.

=% k=0,+1,42, .

Y0

On aura que |pg| < 1.



2.3 Processus stochastique stationnaire

Définition 1 Un processus stochastique Y; est stationnaire du second ordre si et

seulement st
1. E(Y;) =m indépendant de t,
2. var(Yy) < oo Vt, et

3. cov(Yy,Yi—r) = vk, Yk etVt.

Dong, les deux premiers moments sont indépendants de ¢.

Stationnarité au sens stricte

Définition 2 La loi conjointe de (Y1,Ya,---,Y;) est indépendante de t.

2.4 Opérateurs de retards
On définit un opérateur de retards L de la fagon suivante,
Lyt = ye—1.
En particulier, on aura
LQ% = L(Lyt) = Lyt—1 = Y12

et de fagon générale,

L" =y n
Un polynéme d’ordre p d’opérateurs de retards est défini comme étant:
ap(L) =1+ a1 L + ol + -+ + o, LP
Si on a deux polynémes de retards tels que
B, (L)Wy(L) = 1

On dira que ¥, (L) est I'inverse de ®,(L), c.a.d. que



Etudions l'inversion de (1 —AL). L’application définie par (1 —\L) est inversible
si et seulement si |A| # 1. Examinons les différents cas. Pour le cas ou || < 1,

I'inverse de (1 — AL) notée par (1 — AL)~! est >.5°, A L? puisque
0 . .
SNL(1-AL) =L =1.
Ainsi,
0 .
(1=AL)~ Z XLy = Ny
i=0
Dans le cas out |A\| > 1. On a la relation suivante:
A

1— AL =-\L [1— 1L_1} )

La premiere partie du terme de droite est inversible et est donnée par —%L‘l.

La deuxieme partie du terme de droite est également inversible et est donnée par

0o 17—i
=0 )\Z . On a alors,

(1 ooifi __OO —ip—i
(1—AL) _< )\L><§N.L >_ ;A L
Ainsi,
(1=AL)™ ZA L7y = Z)\_iyt-i—i-
i=1

Le terme de droite est donc fonction des valeurs futures de y;. Dans le cas ou |A\| = 1,

Papplication (1 — AL) n’est pas inversible.

2.5 Ergodicité du premier et du deuxiéme moments

L’ergodicité d’un processus s’exprime sous la forme de restrictions sur la mémoire
de ce processus. Les valeurs réalisées par le processus a un horizon suffisamment
éloigné doivent étre pratiquement non corrélées.

On dira qu'un processus stationnaire du second ordre est ergodique en sa moyenne

si la moyenne empirique converge en probabilité vers la moyenne théorique. Ainsi,

1 T
Tt:l



Ce processus sera ergodique en sa moyenne si I’autocovariance 7, tend vers zéro
suffisamment rapidement lorsque k devient grand. En particulier, un processus

stationnaire du second ordre {Y;} est ergodique si il satisfait la condition suivante:

i k| < oo (1)
k=0

De la méme maniere, un processus stationnaire du second ordre sera ergodique

si

1 T
T _ &k Z (e — 1) (ye—k — 1) 5 Tk
t=k+1

pour Vk. Si le processus est gaussien, alors la condition 1 est suffisante pour
avoir ’ergodicité de tous les moments. On ne peut cependant tester directement

I’hypothese d’ergodicité.

2.6 Définitions de bruits blancs

Nous allons ici définir différents types de bruit blancs.

Définition 3 {e;,t € Z} est un bruit blanc faible, lorsque cette suite de variables

al eatoires est de moyenne nulle, homoscédastique et non corrélées. Ainsi,
EL(Et/Et_l, €t—2, .. ) =0
E(e) = o2

Ici, Popérateur E'L(-) signifie 'espérance conditionnelle linéaire. On va montrer que
la condition EL(€e;/€;—1,€t—2,...) = 0 implique que E(e—re;) = 0 pour tout k > 0.
Par le loi des projections itérées (voir JH p. 100 et 742):

E(Et,kEt) =F [EL (Gt,ket/et_l, €t—2, .. )] .

Puisque ¢;_, fait partie de I’ensemble d’information pour I’espérance conditionnelle,

on peut donc faire passer 'opérateur espérance. Ainsi,
E[EL (e;—ker/€t—1,€t—2,...)] = Ees_i [EL (e1/€t—1,€1—2,...)] .

L’espérance conditionnelle linéaire étant égale a zéro par la Définition 3, on a alors

directement que E(€;—re). Ceci est vrai pour tout k& > 0.



Définition 4 {e;,t € Z} est un bruit blanc conditionnel, lorsque:

EL(Et/Et_l, €t—2, .. ) =0

V(Et/etfl, €t—2, .. ) =

Définition 5 {e;,t € Z} est un bruit blanc fort si elle est une suite de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) centrée a zéro dont les

moments du second ordre existent.

Définition 6 {e;,t € Z} est un bruit blanc gaussien si cette variable aléatoire suit

une loi normale centrée a zéro.
Définition 7 {e;,t € Z} est une différence de Martingale, lorsque:

E(Gt/Gt_l, €t—92, .. ) =0

2.7 Processus autorégressif (AR)

Pour simplifier les notation, on confondra par la suite I’écriture du processus et de

sa réalisation.

Définition 8 On appelle processus autorégressif d’ordre p, un processus stationnaire

Yy vérifiant une relation du type
Yi=p+oYi 1 +oYs ot + Y+

ot ¢ est un bruit blanc faible.

Exemple: processus AR(1) centré a zéro
Yi=¢1Yio1 + &
On va étudier la fonction d’autocovariance de ce processus AR(1)

Y = EYiY)
E(YY) = 6E(ViYi1)+ E(Yie)



On cherche

EYier) = ¢ EYi—1er) + E(eey)
T T/
EYY;1) = ¢oEYi1Yi1)+ E(etYio1)
mo= 9

On substitut

Yo = ¢+ o’

et on obtient ’expression pour la variance

2
Y = ¢y +o:
_ ot
RS
On cherche maintenant a caractériser completement la fonction d’autocovariance.

Ainsi, pour 'autocovariance d’ordre 1, on a

11 = EYYi1) =oE(Y;—1Yi1) + E(erYi—1)
—_———
-0

0.2

¢(0) = ¢(1_7€¢2)~

Pour 'autocovariance d’ordre 2,

v2 = EYYi2) = ¢E(Y;1Yi—2) + E(eYi—2)
—_———

=0

2
O¢

_ _ 2
T2 = ¢(l)=¢ i-
Et de fagon générale:
2
_ k O¢

Est-ce un processus stationnaire?

On va vérifier les 3 conditions:



1. On peut le montrer de fagon récursive. On a alors que

Yo = 60+ Y ¢ B,

=1

Pour |¢| < 1 et t assez grand, on aura que E(y;) = 0, puisque E(g;) =0V i.

o2
var(Vy) = —— = |¢| <1

(1—-¢?)

2
_ .k O¢

Les trois conditions sont vérifiées si |¢| < 1.

Etude d’un processus AR(2)

On a donc le processus AR(2) suivant:

Yi=p+d1Yi1+ @Yo+ e

Si Y; est stationnaire d’ordre deux, la moyenne non conditionnelle de Y; sera

E(Y;) = p+ ¢ E(Yio1)+ ¢2E(Yi2) + E(et)
E(Y;) = p+anEY:) + 0E(Y;) + E(sy)

I
EY) = —W——
(1) 1—¢1— ¢
On cherche maintenant la variance du processus centré Yt =Y — m
EYY;) = E(YiYi161) + E(YiYio161) + E(eY?)
Yo = ¢17+ paye + 07
On a
Yo = ¢1m1+ paye + o2, (2)

e = BYi-1Y:) = 01 EYiokYio1) + 92 E(Yi—1Yi—2) + E(Yi_ier)

= P1Vk—1 + P2Yk—2

10



On divise par g, on obtient

Pk = P1Pk—1 + P2pk—2

puisque p; = p_1 et pp=1,onapour k=1

p1 = o1+ Pap1
o1

(1= ¢2)
Pour k£ = 2,

p2 = ¢1p1+ P2
— i _|_¢2‘
(1—¢1)

Maintenant, I’équation (2) peut étre réécrit de la facon suivante:

Yo = ¢1p170 + Papayo + o2

En substituant pour les valeurs obtenues de p; et po, on obtient:

_ it P20 2 2
Yo = (1_¢2)+(1_¢2)+¢2 +0’€.

que 'on peut réécrire comme étant:

_ (1= ¢2)o?
= T+ [0 — 3]

Etudions maintenant la stationnarité du processus:

Yi— 1Yo — Yo = &
(1—d1L - L)Y = &
(1 — )\1L)(1 — )\2L)}/t = &t
De facon similaire au processus AR(1), le processus AR(2) sera stationnaire si | ;| <
1 pour ¢ = 1 et 2 (voir Hamilton, chap. 1). On cherche la valeur de \; et Ay. On
développe ’expression
(1= +2)L+ML?)Y, = &
$1
AMA2 = —¢2

= A+ A

11



On peut réécrire les relations plus haut en substituant L par z. Ainsi,
(1 — ¢1Z — (Z)QZQ) = (1 — )\12) (1 — )\22) .

Pour que I’égalité entre le c6té droit et le coté gauche soit respectée, les deux fonc-
tions doivent donner la méme valeur peu importe la valeur prise par z. En particulier,
en posant soit z = )\1_1 ouz = )\2_1, le terme de droite est égal a zéro. Donc, si on
trouve une valeur de z telle que le terme de droite est égal a zéro, cette valeur devrait
donner 1’égalité a zéro du terme de gauche. Les valeurs de z donnant un terme de

gauche a zéro,

(1 — ¢1Z — ¢222) =0

sont données par les formules suivantes:

_ P14 \/dT + 42

e —2¢2
et
¢1— /% + 42
Z9 = .

—2¢2
En fixant z = 21 ou z = 2z, le terme de gauche est égale & zéro et, en prenant

z= A ou z=\;', le terme de droite est égal & zéro. Ainsi, on obtient les deux

égalités suivantes:

zZ1 = )\1_1

ZQZAEI

On peut obtenir directement les valeurs A\; et Ao. On cherche A1 et Ao comme
solution de I’équation obtenue a 'aide des contraintes entre les coefficients ¢ et A a

partir de I’égalité:
(1= ¢1L = §L2) = (1= (A1 + X)L + M Ao L2).
Cette égalité nous donne les relations suivantes:
AT = A1 — 2 =0

12



et
A3 — Ao — g =0

Ces équations sont appelées équations caractéristiques. Les solutions en A1 et Ao de

ces équations sont données par les deux expressions suivantes:

\ P11+ /3 + 462
1= )

2

et

\ ¢1 — 1/ PT + 4o
9 = .

2

Les solutions A1 et Ao sont appelées racines caractéristiques des équations car-
actéristiques. On a donc la stationnarité d’ordre deux d’un processus AR(2) si les
racines sont plus petites que 1. On dira alors que les racines sont a l'intérieur sur
cercle unité. Pour I’écriture du I’équation en fonction de z, on aura alors la station-
narité du second ordre si les racines sont a I’extérieur du cercle unité.

On peut montrer que la condition de stationnarité implique que i) ¢1 + ¢2 < 1,

ii) ¢2—¢1 <let ’qﬁg‘ < 1.

De facon générale, un processus AR(p):
Yi=¢1Yi1+- -+ ¢pYip+er

On peut facilemet montrer que la fonction d’autocovariances d’un processus AR(p)

est donnée par:

Ve = P1Vk—1 + P2Vk—2 + - + OpYr—p
pour k=1,2,--- et

Y0 = G171+ P22 + o+ Ppyp + Oy

pour k£ = 0. En divisant par g, on obtient la fonction d’autocorrélations appelée

également équations de Yule-Walker. Ainsi,

Pk = O1Pk—1 + P2pk—2 + - + Gppr—p

13



pour k=1,2,---.

Un processus AR(p) peut étre écrit comme étant
(1 - )\1L)(1 - )\QL) s (1 - )\pL)Y}/ = &

On peut obtenir les équations caractéristiques correspondant & ce processus AR(p).

Ces équations sont données par:
-1 -2
N — N — o — =N+ = 0.

Ces p équations caractéristiques donnent les p solutions );. La condition de sta-
tionnarité du second ordre pour un processus AR(p) est la suivante: |\;| < 1 pour
i=1,---,p.

Dans le cas AR(p) générale, il est difficile d’obtenir les racines caractéristiques.
Une condition suffisante pour que |\;| < 1 est que >-F_; ¢; < 1. Donc pour assurer
la stationnarité du second ordre, la somme des coefficients autorégressifs devra étre
inférieure a 1.

Si au moins une racine caractéristique est égale & 1 alors -7 | ¢; = 1. On dira

que ce procesus AR(p) posséde au moins une racine unité (unit root).

2.7.1 Estimation d’un processus autorégressif

Supposons le processus AR(1) gaussien suivant:

Yt =Cc+ QY1+ &t

et g is 1.i.d.N(0,02). Le vecteur de parametres & estimer est donc © = (c, ¢, 02)’.
Considérons la premiere observation y;. La moyenne et sa variance marginales

(non conditionnelles) sont données par les expressions suivantes:

E(y) =p= i=9)

et

E(y1 — M)2 = m

14



Puisque ¢; est gaussien, alors y; est gaussien. La densité de la premiere obser-

vation est alors donnée par:

ey
NN W

La distribution de la seconde observation conditionnellement & 1’observation y;

f(y1;0)

découle du processus AR(1). Ainsi,

Y2 = ¢+ ¢y1 + €2.

Conditionner sur Y7 = y; revient a considérer que la variable aléatoire Y7 est une

constante égale a y;. La moyenne conditionnelle de yo est alors

E(yaly1) = ¢+ éyn

et la variance conditionnelle de 9 est

E((y2 — (c+ ¢y1)|y)* = o2.

La densité conditionnelle de yo par rapport a y; s’écrit:

2
/1 ©) = 1  exp [—(92—C—¢y1) ] '

2o

La densité conjointe de yo et y; est alors égale a

f(y2,y1;0) = f(y2ly1;0) * f(y1;©).

De facon générale, la densité conditionnelle de y; par rapport a y;_1 est:

1 — (g — c— dp1)’
_1;0) = ex
fyilye-1;0©) Jamo? P 207
La densité conjoint des observations t = 1,---,T est alors données par:
T
Feyr—1, - y2,9150) = f(y1;0) = [ [ Fwelye-1;©).
t=2

La log-vraisemblance est obtenue en prenant le log de ’expression plus haut:

T

L(©) =1log f(y1;0) + Y _log f(yelye-1:©).
t=2

15



L’estimateur du maximum de vraisemblance de © est obtenue en maximisant la log-
vraisemblance par rapport a ©. Cet estimateur sera donc solution des conditions du
premier ordre. Le résultat sera obtenu en résolvant un systéme non linéaire. On doit
donc faire appelle & des méthodes d’optimisation numérique (voir Hamilton chap.
5).

Une alternative simple au maximum de vraisemblance exact consiste a considérer
la valeur observée y; comme étant déterministe et de maximiser la vraisemblance
conditionnelle par rapport a cette observation. La densité conjointe est alors:

T

Flyr,yr—1,-- - p2ly1;0) = [ Fuilye—1;©).
t=2

L’estimateur de la log-vraisemblance conditionnelle est obtenue en maximisant le
log de la densité conjointe par rapport a ©. On peut facilement montrer que cette
estimateur correspond a I’estimateur des moindres carrés ordinaires. Cet estimateur
est donc tres simple & obtenir comparativement a l'estimateur du maximum de
vraisemblance exact. De plus, si la taille de I’échantillon est grande, la premiere
observation joue un role négligeable.

Si le terme d’erreur € n’est pas gaussien, ’estimateur du maximum de vraisem-
blance conditionnelle sera quand méme convergent. Un estimateur convergent obtenue
a partir d'une vraisemblance mal spécifiée est appelée estimateur du pseudo-maximum
de vraisemblance. Les écart-types ne doivent pas étre calculés de la méme facon.

Examinons lestimateur des moindres carrés ordinaires pour un processus AR(p).

On a une réalisation d’un processus AR(p)

Y1,Y2,Y3, -, Yr
qu’on modélise comme étant:
Yt = O1Yt-1+ a2+ + GpYip + et

ou en notation matricielle,

Y=X¢p+¢

Y = (Yp+1,--75y7), €= (Epy1,---1€T)

16



Yp Yp—1 T un

Yp+1 Yp Yp—1

| Yr-1 Yyr-2 - YT—p |

et ¢ = (41,02, +,¢p,)'. On peut estimer ce processus par les moindres carrés

linéaires (m.c.0.). L’estimateur des m.c.o. est défini comme étant:
b= (X'X)"'X'Y.

On peut montrer que cet estimateur est convergent et assymptotiquement normal
pour un processus AR(p).

Cependant, en petit échantillon, 0 sera biaisé. On a que

(X'X)"1X'Y

RS
|

(X'X)7'X'X0 + X'e

>
|

b—¢ = (X'X)'Xe.

En présence d’une variable endogene retardée (ce qui est le cas pour les processus
autorégressif), la matrice X' X est corrélée avec le vecteur X'e. De fagon assympto-
tique

plim ¢ = plim ¢+ plim (X' X)) tplim (X'e)

—_——
=0

théoreme de Slutsky

ou plim signifie la probabilité limite, ’estimateur est donc convergent.

Par le théoreme central limite, on peur montrer que

VT (- ¢) - N(0,%)

ou } -
o 4! Y2 o Yp-1
ga! 70 4! Tp—2
2= Y1 :
L Tp—1 Yp—2 0 Y0

17



et

. X'X\ 7!
s - ()

T
o (Y —X0)(Y - X0)
o, = T—p

Le processus AR(p) peut avoir également une moyenne qui n’est pas centrée a zéro.

Yo = CHPr1y—1+ -+ Spyi—p + et

E(y) = n= 1_¢1_C,_._¢p

2.7.2 Autocorrélation partielle

Le coefficient d’autocorrélation partielle ¢g; est défini comme étant égal au coeffi-

cient de corrélation linéaire entre
ve — EWi/ye-1,- Y—ks1)
et

Yk — EWr/vt—1," " Y—kr1)-
Le coefficient ¢ mesure donc la relation entre y; et y;_; une fois enlevés les liens
transitant par les variables intermédiaires y;—1,- - -, Yr—g+1 -
On obtient le coefficient ¢y en effectuant la régression de y; sur des valeurs passées
jusqu’a y;_p. Ainsi

Yt = 1+ O1kYt—1 + GokYr—2 + - + GkkYr—k + €t
Pour un processus AR(p), on aura
bk # 0 si k<p

= 0si k>p

2.8 Processus moyennes mobiles

Définition 9 On appelle processus moyenne mobile d’ordre q un processus y; définie
par

Yo =p+ep+0iep—1 + 0o+ -+ 04544

ot €; est un bruit blanc faible.

18



Exemple: Processus MA(1) centré a zéro,
yr = et + bher

Dérivons maintenant la fonction d’autocovariance d’un processus MA(1).

Y =E(yy) = El(er+01e0-1)(e + 1)
= (14602

M =EWyi—1) = El[(et+ 01e1—1)(et—1 + b1ei—2)]
= 602

vo = E(yyi—2) = FE|[(er+ 0160-1)(e1—2 + O161-3)]
= 0

Ve = E(yye—r) = 0 k>2.

La dépendance temporelle du processus est donc limitée a ’ordre de ce processus.

Est-ce un processus stationnaire?

On vérifie les 3 conditions:

1. E(yt) = E(Et + 91615_1) =0 Vt
2. var(y) = (1 +603)0? < oo Vt

3. cov(ysyr—1) = 0102 dépend de k seulement

Donc, peu importe la valeur de 61, ce processus est stationnaire.

Comparaison d’un processus AR avec un processus MA

Prenons un processus AR(1)

Ye = QY1 +es
(1-9L)y: = &



Si ce processus est stationnaire du second ordre (|¢| < 1), alors on peut le récrire

sous forme d’une moyenne mobile

0 . . 0 .
y=> ¢'L'e; =Y ¢'ery
i=0 i=0

Implication: Un processus AR stationnaire du second ordre a une représentation
moyenne mobile infinie. La dépendance temporelle est plus longue que pour un
processus MA(1). De la méme facon, on peut inverser le processus MA pour obtenir
une représentation autorégressive. Dans le cas ou le parametre MA(1) est plus petit
que 1 en valeur absolue, alors le bruit blanc faible a la période T' peut étre réécrit

comme une fonction infinie des retards de y;. Ainsi,

Yy = e+ bie
m .

& = Z(_Hl)zyt—i-
i=0

2.8.1 Détermination de ’ordre ¢ du processus MA

Pour un processus MA(q), la fonction d’autocovariance est donnée

o? Z;I:_(]f 0;0;1r pour k=0,1,---,q

Tk
0 pour k>gq

et la fonction d’autocorrélation par

( Z;§9i9i+k)
W pour k=0,1,---,q

1=0 "1

Pk =
0 pour k >gq
En examinant la fonction d’autocovariance, on déduit qu’un processus moyennes
mobiles d’ordre fini est un processus stationnaire du second ordre. Sa variance est
finie et les autocovariances ne dépendent pas de ¢ mais de k.
On peut estimer pg de la fagon suivante:
gL

p==
Yo
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1 Tk
B = = W — 0 Yk — )
T
et
1T
Yy = Tt;yt

2.8.2 Estimation d’un processus MA(q)

On a vu que estimation d’un processus AR(p) était beaucoup plus simple si on
considérait une vraisemblance conditionnelle aux valeurs initiales. Le maximum
de vraisemblance conditionnelle correspond alors aux moindres carrés ordinaires.
De la méme facon, I'estimation de processus moyennes mobiles est plus simple en
considérant une vraisemblance conditionnelle aux valeurs initiales ¢.

Examinons dans un premier temps un processus MA(1)
Yi=p+e + 01

et g; est 1.i.d.N(0,02). Le vecteur de parametres & estimer est © = (u,002)". Si la

valeur de €;_1 est connu avec certitude alors
Y;|€t71 ~ N ((/L + 061571), O‘?)

ce qui donne la densité conditionnelle

f(ytlet—1;0) =

—(ye —p — 96t—1)2] '

1
ex
V2mo? P [ 202

On va supposer que €9 = 0 est connu. Alors,
Yilto=0~N (,u, 0'52)
Etant donné I'observation y1, la valeur de €1 est alors connue et est égale a
€1 = Y1 — e
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Connaissant €1, on peut alors écrire la densité conditionnelle de s,

—(y2 — p — 0e1)?
exp 552 )

f(y2ly1,£0;0) =

1
V2mo?

Puisque que €1 est connu, on peut calculer €2 comme étant:
€9 =yo — i — Beq.

En poursuivant cette procédure, pour une valeur donnée £y = 0, la suite {e1,e9,---,ep}

peut étre obtenue en itérant sur ’expression suivante:
et =yt — p— Ot

pourt=1,2,---,T et ¢g = 0.

On peut alors écrire la densité conditionnelle de I'observation ¢t comme étant:

flyt—1,60 = 0;0) = f(ytler—1;0) =

ol Yt—1 = Yt—1,Yt—2, """, Y1.
La vraisemblance est donnée par la densité conjointe des observations que sera
égale au produit des densités conditionnelles:

T

fyr yr—1,-- - yileo = 0;0) = f(yileo = 0;0) [ | f(welyi—1,20 = 0;©).
t=2

La log-vraisemblance conditionnelle est alors donnée par:
e
20

T T d
L(@) = log f(yT7yT—17 T 7?J1|50 - O; @) = _5 10g(271’) — 5 log(ag) — Z
t=1

(LN}

Meéme si les itérations effectuées pour obtenir les termes €, sont simples, I’estimateur
obtenue est une fonction non linéaire compliquée. On doit donc avoir recours a des
routines d’optimisation numérique. Ceci est d’autant plus vrai pour un processus
MA(q). On peur remarquer que les itérations pour obtenir &; & partie de la valeur

initiale £y nous donneront ’expression suivante pour &;

e =y — 1) — O(y—1 — ) + 0*(Ye—o — ) — - (1) 10" N(y1 — p) + (—1)"0"o.

Si |0] est substantiellement plus petit que l'unité, leffet de la valeur initiale gg

devient rapidement négligeable dans le calcul de la log-vraisemblance conditionnelle.
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Cette log-vraisemblance conditionnelle sera alors une bonne approximation en grand
échantillon de la log-vraisemblance exacte. Si |#| > 1, ce n’est plus le cas. On peut
obtenir un estimateur a partir de la vraisemblance exacte par le filtre de Kalman.
Il est également important de noter que I’estimateur obtenue a I’aide de la log-
vraisemblance conditionnelles correspond a l’estimateur des moindres carrés non

linéaires. Cet estimateur est convergent méme si le terme d’erreur n’est pas gaussien.

2.9 Théoréme de Wold

On peut maintenant énoncer un théoreme important en série temporelles: le Théoreme

de Wold.

Théoréme 1 Tout processus {Y;} centré a zéro et stationnaire d’ordre deux peut
toujours étre décomposé en une composante déterministe (éventuellement fonction

du temps t) et une composante moyennne mobile infinie tel que
Y =6(t) + V(L)

ot W(L) = Y20 L, Y2012 < oo, g = 1 et g est un bruit blanc faible centré a

2

zéro et ayant comme variance o .

Ce théoreme est valide pour tous processus stationnaires linéaires ou non linéaires.

2.10 Fonction génératrice d’autocovariances

Nous avons vu que pour un processus stationnaire d’ordre deux, on peut calculer
sans ambiguité la suite des autocovariances {7 }3> _ . Cette information peut étre
résumée a ’aide de la fonction génératrice d’autocovariance définie comme étant:

o0
gy(2) = Y W,

k=—o00

ol z est un scalaire complexe sans signification intrinseque.

Considérons le calcul de la fonction génératrice d’autocovariances d’un processus
MA(1). Pour ce processus, 79 = (1 + 0?)o? et 1 = y_1 = fo2. La fonction
génératrice est alors donnée par:

gy(2) = [002z7" + (14 6%)022° + [602]2!

20271 + (1 4 6%) + 62].

€
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Cette expresion peut étre réécrite de la facon suivante:
gy(2) = o2(1 +02)(1 + 6z77).
Pour un processus MA(q)
Yy =p+(1+0L+0L%+- +0,LY¢

ceci suggere que la fonction génératrice d’autocovariances peut étre calculée a partir

de ’expression suivante:
9y(2) = 02(1+ 012+ 022° + -+ 0,20 (1 + 0127+ 09272 + -+ 0,279).
On peut étendre la fonction g,(z) & un processus MA (oo). Considérons que
Vi = p+(L)e
avec
W(L) = o + 1L+ ¢2l? + -

et Y roo |tk < oo alors la fonction génératrice d’autocovariances s’écrit de fagon

compacte:
gy(2) = o2 (2)1(~2).
Par exemple, un processus AR(1) peut étre écrit:
Yi—p=(1-9¢L) e,

et (L) = 1/(1 — ¢L). La fonction génératrice d’autocovariances de ce processus
AR(1) est alors:
o2

90 = G0 =g 1

De la méme fagon, pour un processus AR(p), la fonction génératrice d’autocovariances
est:
o?

gy(z) - (1 _ ¢1Z _ (;5222 . — ¢qu)(1 — ¢1Z_1 — (2522_2 — ¢qz_q).
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2.11 Modeles ARMA (p,q) et ARIMA (p,d,q)
2.11.1 Modele ARMA (p,q)

Définition 10 Un processus stationnaire y; admet une représentation ARMA (p,q)

minimale s’il satisfait
Yo — Q1Yt—1—— OplYt—p = pt &+ 011+ + 04814
ot €; est un bruit blanc faible.

Exemple: un processus ARMA(1,1) centré a zéro

Yt — P1yi—1 = € + O164—1.

On peut montrer que la fonction d’autocovariance est donnée par:

(1467 +2¢161) ,

var(ys) = o=

(1—¢?)
cov(yeyr—1) = 170+ 0102
cov(Ysyi—r) = O1—1 k=2

En divisant ces expressions par la variance 7y, on obtient la fonction d’autocorrélation
pi- La fonction d’autocorrélation et la fonction d’autocorrélation partielle d’'un pro-
cessus ARMA (1,1) décroit de fagon géométrique. De plus, on voit bien a partir de

I’expression de la variance que ce processus est stationnaire d’ordre deux si |¢| < 1.

2.12 Modele ARIMA (p,d,q)

Définition 11 Un processus stationnaire y; admet une représentation ARIMA (p,q)
minimale s’il satisfait

$p(L)(1 — L)"yy = O4(L)et

ot € est un bruit blanc et d est l'ordre de différenciation.
Exemple: un processus ARIMA(1,1,1) centré a zéro.
Ayt — g1y = e + ey
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ou A= (1-1L).

Les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation partielles de la variable en

différence (Ay;) sont les mémes que pour un processus ARMA(1,1).

3 Approche de Box-Jenkins

L’approche de Box-Jenkins est une procédure en trois étapes pour obtenir la représentation

ARMA pour série observée.

e Identification: On identifie a I’aide des fonctions d’autocorrélation et d’autocorrélation
partielle un processus ARMA plausible. On différencie si nécessaire. Les guides
pour le choix de p et de ¢ sont essentiellement les formes des estimations de
fonctions d’autocorrélation pj et d’autocorrélation partielle 7 de la série sta-

tionnaire.

Pour juger si les pi et les 7 sont significativement différents de zéro, il faut
calculer leur écart-type. On peut démontrer que pour un MA(q), on a pour

tout k > ¢:
1 q
Vipk) =~ T [1 + 22;)2(2')] .
i=1
On peut donc prendre comme estimation de 1’écart-type:

o

q 1/2
1+2)° ,32(1)] .
=1

ol = =

k| = —=
=T
Pour identifier 'ordre ¢ d’un processus moyenne mobile, on peut représenter

la suite des autocorrélations estimées py, et regarder a partir de quelle valeur

de k tous les p restent dans l'intervalle

1.96 . . .
+—= (1 +20p1 +p5+ ...+ p%_l])

VT

1/2

De méme, en utilisant un résultat de Quenouille (1949), on peut prendre %

comme écart-type approximatif de 7 pour k > p, si le processus est un AR(p).

Ainsi, pour identifier I’ordre p d’un processus autorégressif, on peut représenter
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la suite des autocorrélations partielles estimées 7x et examiner a partir de
quelle valeur elle reste dans la bande
1.96 1.96
)
Il existe également des estimareurs de la variance qui dépendent de la série

observée. Nous verrons ces estimateurs plus tard dans le cours.

Estimation: une fois la représentation identifiée, on estime le modele. Pour
un processus AR(p), on estime par les moindres carrés ordinaires. Pour un
processus MA ou ARMA, on procede par maximum de vraissemblance ou

moindres carrées non linéaires.

Validation: Essentiellement, on vérifie si les résidus sont caractérisés par un
bruit blanc. Est-ce que les résidus possedent encore une certaine dépendance
temporelle? Pour ce faire, on examine les fonctions d’autocorrélation et d’autocorrélation

partielle des résidus. On effectue également un test appelé test ” portmanteau”.

Test ” Portmanteau”
Ce test a été proposé par Box-Pierce (1970). Son nom, qui en anglais signifie
“fourre-tout”, fait référence & son aspect global. L’hypothése nulle considérée

est:

Hy : 3pp#0

La statistique du test (Q-stat) est définie comme étant:

K
QX =T> pi~x*(K-p—q)
k=1

On peut montrer que sous ’hypothese d’indépendance des ¢, la statistique
Q¥ suit asymptotiquement une loi du x? & K — p — ¢ degrés de liberté. Les
propriétés a distance finie de QX sont assez différentes des propriétés asymp-
totique, et ce, méme pour 7T relativement grand. Une modification de la statis-

tique a été proposée et elle est donnée par:

K

QN =T(T+2))_

k=1

~2 2
~XHK —p—q).
T 5Pk~ X (K —p—q)
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Le nombre K doit étre choisi relativement élevé, on le prend habituellement

dans la zone de 15-30.

Si les résidus sont toujours autocorrélés, alors on recommence a partir de la

premiere étape jusqu’a obtenir des résidus qui correspondent a un bruit blanc.

3.1 Approches alternatives

Une approche introduite par Akaike (1969) consiste a supposer que les modeles
ARMA (p,q) fournissent des approximations de la réalité et que la vraie loi inconnue
des observations ne satisfait pas forcément un tel modele. On peut alors fonder
le choix du modele sur une mesure de proximité entre la vraie loi inconnue et le
modele proposé. La mesure habituellement retenue est la quantité d’information
de Kullback. Soit fp(Y) la densité inconnue des observations, {f(Y), f € F, 4} la
famille de densité correspondant au modele ARMA (p,q), I'écart entre la vraie loi et
le modele est mesurée par:

Jo(Y)
fY)

Cette quantité est toujours positive ou ne s’annule que si la vraie loi fy appar-

I(fo; Fp,q) = Join / log fo(Y)dy.

tient a la famille de loi F}, ;. La valeur de la quantitié d’information I (fo, F}, 4) est
évidemment inconnue, mais si on dispose d’un estimateur I (fo, Fpq) avec de bonnes
propriétés, il sera possible de I'utiliser comme critére. On retiendra alors le modele
F,, conduisant  la plus petite valeur de Pestimation I (fo; F).q).

Les estimateurs de la quantité d’information qui ont été proposé sont:
o Akaike (AIC): Ing2 + 2250

e Schwartz baysien criterion (BIC): Iné2 + 2(p + q)h’TT,

e HQ: In(6%)+ (p+ q)c% ol ¢ > 2.

Le premier de ces criteres introduit par Akaiki (1969) est de loin le plus utilisé.
Le critere BIC a été proposé en particulier dans Akaike (1977) ou Schwarz (1978)
et la troisieme méthode a été introduite par Hannan-Quinn (1979). Cependant, les

les estimations de p et de g déduites des deux derniers criteres sont convergentes et
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conduisent a une sélection asymptotiquement correcte du modele. Le premier critere

choisira de fagon correcte le modeéle ou un modele qui englobe le vrai modeéle.

3.2 Prévision
3.2.1 Principes généraux de prévision

s e . P , . . L
On va supposer que l'on s’intéresse a la prévision de la valeur d’une variable aléatoires
Yir1 a partir d'un ensemble d’information contenant les variables X; observées
jusqu’a la date t. Par exemple, I’ensemble d’observations X; peut contenir les re-
tards de la variable Y;. On va noter la prévision de Y;,1 par rapport & ’ensemble
+

d’information X; comme étant Y; ;.

Pour évaluer la qualité d’une prévision, nous avons besoin d’une métrique, en

) )
d’autres mots, d’une fonction de perte. Nous allons utiliser une fonction quadratique.
)

On cherche donc la prévision qui minimise
2
E[Ytﬂ - Yt+1\t] :

Cette expression correspond a l’ecart quadratique moyen (“mean squared errors” en
anglais), que nous noterons EQM.

On va montrer que la prévision avec 1’écart quadratique moyen minimal est
donnée par ’espérance conditionnelle de Y;41 par rapport a ’ensemble d’information

th
Yipipe = E[Yia] Xyl

Preuve:
Pour vérifier que c’est effectivement le cas, nous allons considérer toute fonction
9(X}) autre que 'espérance conditionnelle. Pour cette fonction quelconque, 'EQM

est:

ElYi1 —9(X))? = Eip1 — BE(Yer1|Xe) + E(Yi1 | Xe) — 9(X))?
= EYir1 — E(Yi1| X)) + 2E ([Yegr — E(Yerr| Xo)|[E(Yern]| Xi) — 9(X0)])
+E[E(Yi11]X:) — g(X0)]*.
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Posons pour le terme du centre:

En = E (Y1 — E(Ye [ X)[E(Yia| Xe) — 9(X)]) -

Considérons ’espérance conditionnelle de 7.1 par rapport a I’ensemble d’information
X;. Par rapport a cette ensemble d’information, les termes E(Y;11|X;) et g(X;) sont
connus, on peut donc les sortir de 'opérateur et écrire:
Bl Xe] = [E(Yia|Xe) — g(X)IE ([Yia — E(Yia|X0)][X0)
— [B(Yirt]X0) — g(X)] x 0=0

Par une application directe de la loi des projections itérées, on obtient donc

Ene1] = Ex, (E[nea]Xe])) = 0.
L’EQM est donc égal a
ElYi1 —g(X)? = E[in — EYin| Xo)]? + E[E(Yi|Xo) — 9(X0)]%.

Le deuxiéme terme a droite est nécessairement supérieur ou égal a zéro impliquant
ainsi que 'EQM de l'espérance conditionnelle, donné par le premier terme a droite,
est nécessairement plus petit ou égal & 'EQM de g(X;). La prévision basée sur une
fonction de ’ensemble d’information X; qui minimise 'EQM est donc l’espérance
conditionnelle F(Y;11]|X%).

On va maintenant se restreindre aux prévisions linéaires. Ainsi,
/
E[m—l—l’Xt] = Xt.

Afin d’exploiter ’ensemble d’information X;, on cherchera une valeur du vecteur «

telle que 'erreur de prévision ne soit pas corrélée avec I’ensemble d’information Xy,
B[(Yis1 — o/ X0)X[] = 0. 3)

Si les conditions d’orthogonalité (3) sont respectées, alors o/ X; est appeleé la pro-
jection linéaire de Y;11 sur X;. On va montrer que cette projection linéaire donne
I’écart quadratique minimum parmi les fonctions de prévisions linéaires.

Preuve
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Prenons une fonction linéaire arbitraire ¢’ X;. L’écart quadratique moyen pour

cette fonction arbitraire est donné par:
ElYiy1 — g X)> = EYi—o'Xi+d'X, — ¢ X]?
= E[Yip1 — & Xq* + 2F ([Yir1 — & X4][/ X; — ¢/ X4))
+E[/ X, — ¢' X412

Examinons le terme du centre:

E ([Yir1 — X[/ Xy — g'Xi]) = (B[Yi1 — &/ Xi]X]) [0 — g] = O — g],
par les conditions d’orthogonalité (3). L’écart quadratique moyen est donc égal a:

ElYi41 — ¢ X)) = ElYi — o/ X)) + Eld' X, — ¢ X,)%.

On voit bien que pour tout vecteur g différent de «, I’écart quadratique moyen est
supérieur & celui obtenu avec le vecteur a. La projection linéaire o/ X; est donc
la fonction linéaire que minimise ’écart quadratique moyen. Il est important de
noter que 'EQM de la projection linéaire est toujours supérieur ou égal a TEQM de
I’espérance conditionnelle.

Les représentations ARMA sont souvent utiliSees pour effectuer de la prévision
basée sur des fonctions linéaires. L’objectif est donc de minimiser ’écart quadratique
moyen de la prévision a partir du processus ARMA retenu. Pour un horizon de

prévision h, on minimise donc ’expression suivante:

E [(Z/Hh - @t+h>2}

ou F; est I'espérance mathématique au temps ¢, donc incluant I'information jusqu’en
t, et Jryp est la prévision linéaire de 3,15, conditionnelle a cet ensemble d’information.

La prévision optimale selon ce critére sera
Gt+h = Bt [Ye+n]
Prenons, par exemple, un processus AR(1), on a donc
Yt = b+ Qyr—1 + v
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Pour un horizon h = 1, la prévision sera

Ewiv1 = Eilp+ oy + 4]
= p+ oy
puisque Ey;lei41] = 0.

L’erreur quadratique moyenne sera

Elys1 — Eyer1]? = Eilyer — p— owl

2 2
E [Et+1] = 0.
Pour un horizon h = 2, on aura

Ewrra = Ei[p+ ¢yis1 + €42
= p+ OB (Y1) + Eirlert2)
= p+olu+ oyl
= p+ou+ oty

L’erreur quadratique moyenne sera:

2
Eyiro — Eyyrye)? = E [yt+2 — = op— ¢2yt}

alors

2
E [yt — Biyrya)> = E [M + QY41 + €2 — b — dp — ¢2yt}
= E[¢(yer1 — p — dyr) + erpa)’
= Elperr1 +era]’ = {1 + ¢2} aZ.

De fagon générale, la prévision optimale pour un horizon h sera

Ewirn = Elp+ ¢yrrn—1 + etinl
= E(l4+¢++¢"") n+o"n

et Perreur quadratique moyenne sera
2
E 6" ern+ ¢" e bt enn] = [1+62 4604+ 20D 02
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Si h — oo, alors
I
Ewrin = 7=
(1-9¢)
qui correspond a la moyenne non conditionnelle, et

0_2

E(yirn — Bryern)® = =

qui correspond & la variance non conditionnelle de ;.

Prenons maintenant un processus MA(1). On a donc
Yi=p+e +0s
Pour un horizon h = 1, la prévision sera

Ewyrr1 = Eilp+ et + e
= u+ 0e; puisque FEierq =0
L’erreur quadratique moyenne est donnée par

Elyi1 — Etyt+1]2 = Elutepgr+0s—pu— ‘9575]2

= E(er11)? = o2
Pour h = 2, la prévision optimale est
Ewyiro = Eilp+epo+bea]=n
qui correspond a la moyenne non conditionnelle et ’erreur quadratique moyenne est
]2

E Y2 — Bwyeo)® = Elu+erya + 001 — p)

= lero 01’ = [1 + 92} o2

Pour h > 2,
_ 2 _ 2 2
Eyiip=p et Elyyn — Eyn)” = [1 + 6 } oz.

Examinons maintenant un processus ARMA(1,1). On a donc
Yo =+ QY1 + e+ e
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Pour h =1, la prévision optimale est

E(yir1) = Eilp+ oy +eeq1 + Ogy]
= W+ ¢y + 0 puisque

Eierq
et l'erreur quadratique moyenne est

By — By = Elyers — p— oy — 0]
= Elp+ oy + i1 + 0t — dyr — Hat]Z

2
= Elewn]’ =02
Pour un horizon h = 2, la prévision optimale est

Ei(yi+2) = Eilp+ dyis1 + crq2 + 0ei41]
= p+ By = p+ ¢ [p+ dyr + Oz
|1+ b1+ %y + o=

L’erreur quadratique moyenne est

Eyir2 — Byipo)® = E [H + QYrr1 + Erpa + 01 — p— S — ¢y — ¢95t} i
= Eu+¢ye1 — p— dyr — i) + eepo + Oepq —
= E[perr1 + crra + Oery1)
= E[1+(¢+0)] 02

Pour h = 3, la prévision optimale est

Ei(yi+3) = Ei[p+ oyip2 + i3 + 044 2]

= u+ Eidyrio = i+ dp+ ¢+ ¢y + 9202,

2
Eyis — Bwyris)® = E [M + Yo + o — p— dp — P — Py — ¢205t}
= Eu+¢lyire — Eyrro) + erys + 0112 — p)°
= E[¢[pers1 +rra + Oeri1] + erss + Or 1)
2 2 212 2
= E[1+(6+0?2+ (6" +90)*| o2
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On construit 'intervalle de confiance de la prévision & un horizon h comme étant:
U+n £ 1.96 X (erreur quadratique moyenne)l/ 2

pour un intervalle & 95%.
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4 Processus univariés non stationnaires

La plupart des séries macroéconomiques et financiéres ne sont pas stationnaires. La

moyenne et la variance ne sont pas indépendantes de t.

4.1 Processus particuliers

Marche aléatoire

Yt = Y1 + &

Ce processus correspond & un processus AR(1) avec un coefficient égal a 1.
On ne peut prédire les variations de y;, c.a.d. Ay = yr — yr—1-

On va étudier ce processus. Réecrivons ce processus:

Yt = Y—1t+ €t
= Y2 tE—1+&

= Y-3+te—2+e1+¢e

t—1
Y = yO“‘ZEt—i
i=0

Les chocs ne s’estompent pas dans le temps. On dit que les chocs sont permanents.
Pour un processus AR(1) stationnaire (|¢| < 1), on a que

t—1

yr =y + Y der i

i=0
Contrairement a la marche aléatoire, 1'effet des chocs s’estompent dans le temps
puisque ¢° tend vers zéro, pour |¢| < 1, lorsque i tend vers I'infini. On dira que les
chocs ont un effet transitoire (mean reverting).

Calculons les moments d’ordre 1 et 2 de la marche aléatoire:
E(y:) = yo ¥t

t—1
var(ys) = wvar [y0+zgti] = to”
i=0

Lorsque le nombre d’observations (¢) tend vers l'infini, la variance tend vers U'infini.

La variance n’est pas donc bornée. Ce processus est donc non stationnaire.
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La fonction d’autocovariance est donnée par:

cov(yyi—k) = E(yt —v0)(Yi—k — yo)]
= Flles+e1+te—o+ ) ek +e—k—1+et—g—2+- )]
= b [(5?—14 +ef g et -)}
= (t—k)o?

Elle dépend donc de t.

La fonction d’autocorrélation est:

cov(Yryi—r) (t — k)o?

Pk = = i
[var (yr)var(ye—k)]?  [to*(t — k)o?]>

- [

La fonction d’autocorrélation décroit donc lentement en k. Si on différencie la marche

ol

aléatoire, on obtient un bruit blanc
Ay =y —y—1=¢
Exemples: Rendement boursier et taux de change.

Marche aléatoire avec dérive (Random Walk)

La marche aléatoire avec dérive est définie comme etant:

Y =+ Y1 + &

ou &; est un bruit blanc.

Réecrivons ce processus,

Y = ptYi—1 et
= pt+ptyo2+e-1+teé
= ptpt+tp+y-3te—2te—1+es

t—1

Yo o= yo+pt+ Y e
i=0

37



C’est donc un processus caractérisé par une tendance linéaire et dont les chocs
ont un effet permanent sur y;.
Les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation sont données par les expres-

sions suivantes:

var(y;) = to?
cov(ysys—r) = (t—k)o? = dépend det
t— k]2
Pr = [t } .

Ces expressions sont les mémes que pour la marche aléatoire sans dérive.
De facon générale, on dira que y; est intégrée d’ordre d si cette variable doit étre

différenciée d fois pour étre stationnaire. On notera
y ~ I(d)
En particulier,

y ~ I(1) = Ay est stationnaire,

y ~ I(0) = y; est stationnaire.
Exemple: ARIMA (p,d,q)
op(L)(1 — L)dyt = 04(L)e:

On a vu que pour une série I(1), la fonction d’autocorrélation décroit lentement.
On doit cependant faire un test formel pour savoir si la série est stationnaire ou pas.
On appelle ces tests, des tests de racine unité ou unitaire. Le test consiste a savoir

si la plus grande racine est égale a 1.

Exemple: Processus AR(1)
Yo = b+ O1ys—1 + &
H() . ¢1 =1
H; ¢ <1
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On peut réecrir le processus AR(1) tel que

Ay = p+(@d—1Dyi—1 +e

Ay = p+ay—1+e
Hy : «a=0 = non stationnaire
H; : a < 0 = stationnaire

On appelle ce test, le test de Dickey-Fuller. La loi asymptotique de la statistique ¢ est

non standard. La loi dépend du nombre de termes déterministes dans les équations

suivantes:
5% 10%
Ay = ayp—1 + &4 —-1.95 —-2.6
Ay, = p+ ay—1 + & —2.89 —-3.51

Ayy=p+pt+oy—1+e —3.45 —4.04
Si on utilise les valeurs critiques standards, on rejette Hy, donc la racine unité,
trop souvent.
Pour un processus AR(p), on aura le test augmenté par les retards de la variable

en différence

p
Ay = p+ay—1 + Z 0;iAyr—i + e

=1
H() : a=0
Hy, a<0

Les valeurs critiques sont le mémes que pour le processus AR(1).

Pour effectuer le test de Dickey-Fuller augmenté, on doit choisir le nombre de
retards. Ce choix est tres important. Si notre équation ne comporte pas assez
de retards, alors le test n’aura pas le bon niveau puisque que & sera biaisé. Si
I’équation comporte trop de retards, alors le tests sera moins puissants (perte de
degrés de liberté).

Choix du nombre de retards
Campbell et Perron ont proposé une procédure pour fixer le nombre de retards.

On fixe un nombre de retards maximal et on effectue un test sur la signification du
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dernier retard de ’équation. Sile dernier retard n’est pas significatif, on le retranche.
On estime a nouveau et on effectue un test sur la signification du dernier retard.
On continue cette procédure jusqu’a trouver un retard significatif. On peut ensuite

effectuer le test de racine unité.

4.2 Tests de racine unité

On cherche a savoir si la série a une tendance déterministe ou stochastique. On va

utiliser une représentation qui incorpore les deux cas possibles

Yyt = Y0 + Y1t + v

oll Uy = QUy_1 + Ug.

On réecrit

vy = Y+nt+aly—r—v-—7nlt—-1))+u

ye = Bo+Pit+ay—1+w

ou By = v(l —a)+maet f1 = (1 —a). Sion a une racine unité (o = 1) alors
61 =0.
On peut manipuler I’équation pour obtenir directement la statistique ¢ avec un

logiciel. On soustrait y;—1 de chaque coté ce qui nous donne le test de Dickey-Fuller:

Aye = Po+Pit+ (o — Dye—1 + wy

Hy : a=1ou (a—1)=0

H; : a<l

On peut également considérer les cas ou la série varie autour d’une moyenne. On a

alors

Yt = Y0 + vt

ou vy = QUp—1 + Ug.
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On réecrit

v = Y+ a(Y—1 — )+ w

Yy = Po+ayi—1+u

ot By = (1 — a). Sion a une racine unité, alors Gy = 0.

On peut écrire le test de racine unitaire dans ce cas de la fagon suivante:
Ayy = fo+(a—Dy1 +w
Enfin, si la série varie autour d’une moyenne égale a zéro, on a alors,
Yt = Ut

ol Uy = QUp—1 + Ug.

Le test de racine unitaire dans ce cas sera:
Ay = (a—1)y—1 +u
Remarque: On peut effectuer le test de racine unité a l'aide de deux statistiques:
1. la statistique ¢ pour Hp : (o — 1) = 0. On aura alors selon le cas tyc, tc, te-
2. la statistique Z ou Z = T'(& — 1). On aura alors les statistiques Z,., Zc, Zet.

Considérons le cas le plus simple et examinons la loi assymptotique de &. On a donc

I’équation suivante:
Yt = oY1 + Uy

Alors, pour 'estimateur des M.C.O., on a

& = Do Y1Vt _ Zyg—l n > UYi—1
Eth—l Zytz—l Eth—l
- 14+ Zuﬂ?/t—l
>V

On peut réecrire de facon vectorielle:
(@—1)= (YY) 'YLU
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ou Y_1 est le vecteur qui contient les valeurs retardées de y; et U est le vecteur
contenant les termes d’erreurs.

Pour le cas ou |a| < 1, on sait que
VI(é—a) 5 N (0,(1 - 0?)

Si a = 1, alors la variance tend vers zéro. La loi asymptotique est donc dégénérée.
On dira que l'estimateur est ”super-convergent”. Pour mieux comprendre le car-
actere non standard de la loi asymptotique, nous allons introduire brievement un

processus stochastique appelé, le mouvement Brownien.

Définition 12 On appelle mouvement Brownien sur [0, 1], un processus (B(r),r €

[0,1]), gaussien, de moyenne nulle, et tel que,
1. B(0)=0
2. cov (B(r1), B(re)) = min(ry, re), Vri,re € [0,1]
3. pour toute réalisation, B(r) est continu en t avec une probabilité 1.

En particulier, pour 0 <7y <ry <1, B(rg) — B(r1) ~ N (0,72 — r1).
Ecrivons maintenant,

Tr
Yy 1R

1
=Tie T ﬁ;lsr

YT(T)

et E(e,) = 0, var(e,) = o2, ou [z] désigne la partie entiere de . On a alors que
Yr(r) est égale & zéro en espérance et sa variance est donnée par ro?. On peut alors

énoncer le résultat de convergence fonctionnelle en loi.

Théoréme de Donsker

Théoréme 2 Si (Y;,t > 0) est une marche aléatoire fondée sur un bruit blanc

indépendant de variance o, alors:

vi(r) L B(r)

ot B(r) est un mouvement Brownien sur [0, 1].
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On a alors les corollaires suivants,

Corollaire 1 Soit (Y;,t > 0) un processus intégré d’ordre un, la moyenne empirique

est telle que:

1 & L 1
— ) Y w/Brdr,
\/T;t% 0 ()

ot w? est la variance de long terme (4 la fréquence zéro) avec w = o dans le cas

d’une marche aléatoire puisque &; est alors un bruit blanc.

Dans le cas d’un processus ARMA pour le processus intégré ®(L)AY; = O(L)es, on

0(1)2
a que w? :azﬁ.

Corollaire 2 Soit (Y;,t > 0) un processus intégré d’ordre un, on a
1 2 L o '
ﬁZY; —w /0 B*(r)dr.
t=1
Et pour terminer,

Corollaire 3 Soit (Y, t > 0) un processus intégré d’ordre un, alors,
1 ¢ L 1 oo L 5
f;nstﬁﬁwB(l)_ia

Démontrons le dernier Corollaire a 'aides des résultats énoncés plus haut.
Preuve:

On a que Y7 = Y/ &, alors

YP = (Yo +e)’ = Y2 + 2Yie + ¢
ce qui implique 1’égalité suivante:
Yie =3 (Y2 - Y2, - ).
2

En sommant, on obtient,

T
> Yiie =
=1

N

1 X
(Yz% _YOQ) - 5257527
t=1
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Table 1: Tableau des valeurs critiques

statistiques 1% | 5% | 10%
tne -2.56 | -1.94 | -1.62

te -3.43 | -2.86 | -2.57

tet -3.96 | -3.41 | -3.13

tett -4.37 | -3.83 | -3.55
Lne -13.7 | -8.0 | -5.7

Ze -20.6 | -14.1 | -11.2

Lt -29.4 | -21.7 | -18.2
Loyt -36.6 | -28.1 | -24.2

puisque 37, (Y2 —Y?2,) = (Y2 — Y?). En posant Yy = 0, on a alors directement

le résultat recherché,

T . 1 1
ZY}_lat — —w?B(1)* - Zo%
= 2 2
En utilisant les résultats plus haut, on peut alors montrer que
1 (p2
s (B°(1)—1
T(d—l)L—Q(l (-1
Jo B%(r)dr
ou B(r) est un mouvement Brownien (aussi appelé processus de Wiener standard ).

Les statistiques t,. et Z,,. auront les lois asymptotiques suivantes:

L 3B -1
(Jy B2(r)dr)?
7z L, 3 (B*(1) - 1)
" Jo BA(r)dr

t’I’LC

Examinons maintenant le cas ou u; n’est pas un bruit blanc. Dans ce cas, y; ne
suit pas un processus AR(1).
On a le cas général
Yt =0 + 71t + vt
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ott vy = a(L)vy +ug et (L) = a1 L + g L? + -+ + apLP.

On a alors pour vy
Vp = V-1 + Q¥ + -+ + QpUs—p + Uy
On peut récrire cette équation comme étant

vp= (o1 +ag+---+ ap) Vi1 + 01Av 1 4+ 02Av 2 + -+ 4 Op_1AV_py1 + Uy

o

Prenons un exemple simple, v; suit un processus AR(2), alors

Vg = QU1 T QU2 + Uy
V= QU1 T QU1 — QU1 + QU2 + Uy
v = (0q+)v—1 — Av_1 +

On a donc comme modéele:

Yo = Yo+yit+ug

et v = avi_] +01Av_1 +u

ou o= a1+ et d = —as.

On peut réecrire notre modele de la fagon suivante:

vy = Y+nt+ay—1—v—n{t—1)]+0[Ay—1 — ] +w
ye = Po+ Bit+oy—1 + 01AYy—1 + e

ou By =v(1l —a) +ya— 0y et f1 =1 (1 — ). On soustrait de chaque coté y;—1

pour obtenir I’équation utilisée pour effectuer le test de Dickey-Fuller augmenté. On

obtient
Ayr = Bo+bit+ (a—Dyi—1 + 01Ay—1 +w
et
Hy : (a-1)=0=a=1
H : (a-1)<0=a<l.
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vy suivait un processus AR(2), on a corrigé pour la dépendance temporelle dans
I’équation du test de Dickey-Fuller par un terme autorégressif d’ordre un pour Agy.

L’addition de ce terme permet de ”blanchir” le résidu.

De fagon générale, si v; suit un processus AR(p), on corrigera par p — 1 termes

autorégressifs. Ainsi, on a le modele suivant

Yy = Yo t+nt+u

et vv = U1t a9+ F apUp + U
L’équation du test de Dickey-Fuller augmenté est alors
Ay = o+ Bit + (o — D)yp—1 + S1Ay—1 + Ay 2+ - + Op—1 AYt—py1 +
Lorsque u; est bien un bruit blanc, on peut alors prendre les mémes valeurs critiques

(tableau 1).

Question: Comment choisir le nombre de termes a ajouter dans 1’équation du test?

Réponse: par la procédure de Campbell-Perron.

Si u; suit plutdt un processus ARMA (p,q), on cherchera & approximer le mieux
possible la dynamique par l'ajout de termes autorégressifs (d’ou l'importance du
choix de retard). En ajoutant des termes autorégressifs, on effectue une correction
paramétrique pour tenir compte de la dynamique c.a.d. pour ”blanchir” le bruit.
On peut également effectuer une correction non paramétrique. C’est la statistique
du test proposé par Phillips et Perron (1988).

Prenons le cas suivant:

Yyt =Y + 7t + v

et vy = U1 + Ug.

On réecrit

Yyt = Bo + Bt + ayp—1 + uy
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Si vy suit un processus AR(p) au lieu d’'un processus AR(1), alors u; dans ’équation
plus haut n’est pas un bruit blanc.

On réecrit I’équation plus haut
Ay = Bo + Pt + (o — D)ys—1 + wy

La statistique de Phillips-Perron est basée sur une correction non paramétrique.
Pour la statistique Z.;, on aura

T2 (&% - 62)
T 2

23 -1 ¥i

| —
terme de cor. non paramétrique

zZh = T@a-1)—

o1 62 = % ST 47 est la variance des résidus et & est un estimateur congervent de
2
T
9 ) [Zt:l Ut}
w® = lim F——FrF——
T—o0 T

Ce terme tient compte de 'autocorrélation des u;. Ceci correspond a la variance a
la fréquence zéro.
L’estimateur de w? est donné par I’expression suivante:
T » 1A k L
wr = T Zut + 2? a <1 — 1—|—l> tzzk;rl Upthp—-
De la méme fagon, on peut obtenir la statistique t.; pour la correction non paramétrique.

. Oty T(w? — 62%)
ct — T~ T

v 2 (df Zthl yt2—1) 2

2:

Cas particulier: Si u; est effectivement un bruit blanc, alors w o2. On a alors

les statistiques habituelles, mais toujours avec les valeurs critiques mentionnées au

tableau (1).

Comportement en petit échantillon
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e ADF a généralement une meilleure performance a distance finie.

e Si le terme d’erreur v; a une composante moyenne mobile avec une racine
importante, c.a.d. v; = uy — Ouz_1 avec 0 pres de 1, le test de Phillips et

Perron a un probléme de niveau important.
e Les deux tests sont peu puissants.

Solution pour améliorer la puissance du test de Dickey-Fuller augmenté:

Le test d’Elliot-Rothemberg-Stock (ERS) (1996)

Ce test consiste en une modification du test de Dickey-Fuller (augmenté ou pas).

Le test consiste dans un premier temps a construire des ” quasi-différences”.

Prenons le cas avec une constante et une tendance. On calcule premierement

c
a=14+—=
+ T

ol ¢ = —13.5, ce qui correspond a une alternative locale. Lorsque T' — oo, a@ = 1,

donc ceci correspond a I’hypothese nulle.

On construit par la suite les ” quasi-différences” suivantes:

U = Yt — QY1
et
Ze = 2 — 0z
ou z; = (1,1).
On effectue la régression par les M.C.O. de g; sur Z; et on obtient I'estimateur

A~

B. On construit ensuite une série ”détrendée”
P
Yr =Yt — Zb.

On effectue ensuite la régression de Dickey-Fuller

p—1

Ayl = (o= Dy + Y vyl 4w
=1
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avec I’hypothese nulle habituelle,
Hy: (a—1)=0

Ce test est beaucoup plus puissant que le test de Dickey-Fulley ou de Phillips et Per-

ron. Dans le cas ol on a seulement une constante, alors on prend la valeur ¢ = —7.

Solution pour améliorer le niveau du test de Phillips et Perron: Tests

modifiés (Perron et Ng (1996), Ng et Perron (2001))

Modifications de la statistique et choix de I'estimateur de w (Perron et Ng (1996)):

Perron et Ng proposent les modifications suivantes aux statistiques de Z* et t*:

T
MZ* =2+ (@ -1)
et
1/2
* * 1 ZtTZIth—l ~

La statistique MZ* a les mémes valeurs critiques que la statistique Z* puisque

I’expression %(&— 1) converge vers zéro sous ’hypothese nulle. En effet, I’estimateur
& converge vers 1 a la vitesse de T' sous ’hypothese nulle. Les valeurs critiques de
Mt* sont données dans ’article de Stock (1990).

De plus, les auteurs trouvent que ’estimateur paramétrique de w basé sur I’équation

suivante:
k
Ay = Bo + Z5jAyt—j + ug.
j=1
donne de meilleurs résultats en petit échantillon. Cette estimateur est alors:

Ou

(1—8(1)*

WAR =
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On doit choisir le nombre de retards k pour effectuer le test de Dickey-Fuller ou
pour obtenir l'estimateur de la fréquence zéro défini plus haut. Ng et Perron (2001)
montre que le probleme de niveau dépend du choix de k.

Les criteres d’information BIC et AIC tendent & choisir une valeur de k trop pe-
tite en échantillon fini. Ng et Perron proposent les statistiques BIC et AIC modifiées
pour le choix de k:

In(T — kmaz)(rp(k) + k)

T — kmax

MBIC = In(62) +

2(rr(k) + k)

MAIC = 1n(62
¢ =In(g,) + T — kmazx

~2

ou (k) = (Uu)_l (6 — 1)L, w2, Les deux auteurs proposent également

d’utiliser les quasi-différences & la ERS pour effectuer le test.

Discussion sur la fréquence des données:

e La fréquence n’est pas importante mais plutot la longueur de I’échantillon
Discussion:

e Hj : la stationnarité (KPSS)

e Changement structurel

° Equivalence observationnelle
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4.3 Régression fictive (Spurious Regression)

On a le modele suivant:

Yy = o + By + &

Les hypotheses habituelles sont:
e 1y, et x4y sont stationnaires
o E(er) =0 et var(er) < oo

Si y¢ et oy sont des processus non stationnaires (I(1)), et que § = 0, on aura une
régression fictive (Granger et Newbold (1974)).

Une régression fictive est caractérisée par (Phillips (1986)):

e L’estimateur  ne converge pas en probabilité vers une constante (zéro dans
ce cas-ci) mais vers une variable aléatoire. L’incertitude ne s’estompe pas

asymptotiquement.
e R? tend vers une variable aléatoire lorsque 7" tend vers l'infini.

o La statistique tg diverge lorsque ¢ tend vers I'infini

— Zf:o(ét_ét*1)2
© PW="RT

Ainsi, ces résultats apparaissent intéressants selon les criteres du R? et de la statis-

— 0 en probabilité lorsque t tend vers 'infini.

tique t. Cependant, ils sont dénués de sens. L’estimateur des M.C.O. est biaisé et
la loi assymptotique de ﬁ est non standard. La raison est que le terme d’erreur est

non stationnaire. En effet, si § = 0, on a le modeéle suivant:
Yt = oo + €.

Puisque y; est I(1), alors €; est I(1). On aura également le méme probleme si y; est

I(1) et x4 est I(0). Le terme d’erreur sera alors non stationnaire.
Solution

On différencie les séries I(1) pour les rendre stationnaires.
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5 Cointégration

On a deux variables y; et x; qui sont intégrées d’ordre 1. Donc, la variancce de
ces variables est infinie. Cependant, une combinaisons linéaire de ces deux variables

peut étre stationnaire.

Exemples:

e Revenu disponible et la consommation,
e Taux d’intérét de long et de court terme

e Parité du pouvoirs d’achat.

On a donc que y; est I(1) et x; est I(1). La cointégration implique la relation
suivante de long terme
Yo = p+ Py + ey
et le terme d’erreur est stationnaire I(0)). On peut réecrire de la fagon suivante
Yy —Bre=p+e
On dira que (1, —0) est le vecteur de cointégration. On peut également avoir de la

cointégration entre plusieurs variables.

Définition 13 Les séries Xj;,j = 1,---,m ou Xy est intégré d’ordre d sont dites
cointégrées si et seulement s’il existe une combinaison linéaire non nulle des séries

qui est intégrée d’ordre strictement inférieur ¢ d. On dira que
X ~CI(d,b)
ou b est le degré de cointégration.

Cette combinaison linéaire est appelée vecteur de cointégration. On a le vecteur

des séries X; alors
/
« Xt = Zt

sera stationnaire si les séries X; sont (1) et cointégrées. Z; peut contenir une con-

stante ou une tendance déterministe . Cependant la variance de Z; est finie.
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5.1 Cointégration et tendances communes

La cointégration implique la présence d’une ou de tendances stochastiques communes
entre les séries.
Prenons un exemple avec deux séries y; et z;. On suppose que ’on peut décomposer

ces deux séries de la fagon suivante:

Yt = Myt T Eyt

2t = Matt+Ezxt

ou u; est une marche aléatoire pour la variable i et g5 est une composante station-
naire du second ordre. Puisque p,; et p.; sont une marche aléatoire, on peut les

récrire de la fagon suivante

t
Hyt = Hyo + Z MNyj
j=1
t

Pzt = 20+ Z Tz
j=1

On a donc une tendance stochastique pour chaque variable. Si y; et z; sont cointégrés
CI(1,1), alors il existe une combinaison linéaire o/z; qui est stationnaire ot z; =
(yt, 2t)’. On aura donc que

t t

/
QT = QY + oz = Qflyo + g Nyj + Qapizo + 2 E Nzj + Q€Y + Q2Ez
j=1 j=1

est stationnaire. Pour que cette expression soit stationnaire,

t t
aq Z"]yj + QZanja
j=1 j=1

doit nécessairement étre égale a zéro pour tout ¢ . Ce qui implique la condition

nécessaire et suffisante suivante:
Oyt + Qoflzt = Q1 by + Q220
Puisque 1140 et 1.0 sont les valeurs initiales observées, alors
aiplyo + azpizo = C*

53



ou C* est une constante. On a donc

Qlflyt + Qo = c*

On réecrit
c* a9
Myt = — — — Mzt
aq aq

On voit donc que les variables y; et z; ont la méme tendance stochastique a un

scalaire pres (—3—;) On a donc I'implication suivante:

Si deuz processus 1(1) sont cointégrés CI(1,1), ils ont nécesairement la méme
tendance stochastique. Toute autre combinaison linéaire o'*x; n’éliminera pas la

tendance stochastique. Le vecteur de cointégration est donc unique a un scalaire pres
On reprend donc notre lien de cointégration,

/
QT = Q1Y + Q22 = 0 flyo + Q2flz0 + Q1Eyt + g

et cette combinaison linéaire est bien stationnaire puisque €, et €,; sont deux proces-
sus stationnaires. On dira donc que y; et z; ont une tendance commune: “common

trend” dans la teminologie de Stock-Watson (1988).

Prenons maintenant un exemple avec trois variables v, z; et wy. On a la

décomposition suivante pour ces trois variables:

Yt = Myt T Eyt
2t = Mzt tExt
Wy = Uyt + Ewt

ou u;¢ est une marche aléatoire pour la variable ¢ et €;; est une composante station-
naire du second ordre.

S’il y a cointégration entre y;, z; et wy, alors il existe une combinaison linéaire
o/x; qui est stationnaire (I(0)) ot x4 = (y¢, 2, we). On aura alors

t

/
ozp = arye+ oozt agwy = onfiyo + a1 Y1y,
i=1
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t t

+ Qopizo + a2 Z Nzj + Q30 + Q3 Z Nwj + Q1Eyt + Q2E2 + A3EWL.
Jj=1 Jj=1

La condition nécessaire et suffisante pour que o/x; soit stationnaire est donc que

¢ ¢ ¢
Qi Zﬁyj -I-OczZ??zj +a3z77wj =0
j=1 j=1 j=1
ou écrit différemment que

O flyt + Q2flzt + Q3 fhyt = Q1 flyo + Q2liz0 + Q3 w0

ol le terme de droite est une constante.

Cette égalité implique que la tendance stochastique d’une variable est une com-
binaison des deux autres tendances stochastiques. On dira alors que y;, 2 et w; ont
deux tendances stochastiques en commun.

Supposons maintenant que les trois variables partagent la méme tendance stochas-

tique, c.a.d.

t t t
alznyj = 042277@' = 043277wj
j=1 j=1 j=1

alors, il existera deux combinaisons linéaires o’z; qui sont stationnaires. On aura

donc deux vecteurs de cointégration et une tendance en commun. En effet,

¢ t
oYy =02 0
Jj=1 J=1

On aura alors comme vecteur de cointégration (1, —g—f, 0) pour v, z; et wy.

Ainsi, o'z ot @ = (1, —52,0) est stationnaire. On a donc

t t
a9 Qa2

Yo— —2z = Pyot+ Myt Eyt— — | M0+ Y 7ej + Ext
A1 j=1 et j=1

t t
a Qg a2
= yo — —Hz0 T+ § Myj — — E Nej + €yt — —Ext

puisque

t t
aq Znyj = Q3 Z"?zjv
P =1

55



alors

a2

(65] Qa2
Yt — —2t = Myo — — 20 T Eyt — —E2t
o a1 aq

est bien un processus stationnaire. De la méme fagon, on peut montrer qu'un vecteur
de cointégration égal a (1,0, —g—f) donne bien un processus stationnaire. Dans ce
cas-ci, on a donc deux vecteurs de cointégration et une tendance en commun pour

les trois variables.

De facon générale, supposons la représentation suivante:

Ty = it + €t
ou x; est un vecteur de dimension m, x; = (14, Tag, -+ +, T, it €st un vecteur de di-
mension m contenant les tendances stochastiques suivantes gy = (f1¢, pot, =+ *  fhnt)-
g; est un vecteur de m composante stationnaire, €, = (g4, +,&me). Sil existe

r vecteur de cointégration tel que o'z; est stationnaire, alors « est de dimension
r x m. Il y aura m — r tendances stochastiques en commun entre ces m variables. 1l
est important de noter que « est de rang r, les vecteurs de cointégration sont donc

linéairement indépendants.

5.2 Cointégration et représentation a correction d’erreurs

S’il y a un lien a long terme entre des variables, toutes déviations de ce lien devraient
entrainer un ajustement de ces variables vers ce lien de long terme. La dynamique
a court terme des variables sera donc influencée par les déviations des liens a long
terme. La modélisation de la dynamique de ces variables en tenant compte des liens
a long terme est appelée modele a correction d’erreurs.

Prenons un exemple. On suppose que le taux d’intérét a court terme et a long
terme sont des variables (I(1)). La théorie de la structure a terme des taux d’intérét
implique une relation de long terme entre ces deux variables. Il y aura cointégration
et le vecteur de cointégration sera (1, —1). Un modele & correction d’erreurs pour le

taux d’intérét a court terme (rs) et & long terme (rp;) sera

A(Tst) = 5s(rL,t—1 - rs,t—l) +Eest

A(rpy) = Br(roe—1 —7Tsi—1) +erne
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ou €4 et 14 sont des bruits blancs possiblement corrélés.
Ainsi, les variations des taux d’intérét a court et a long terme sont fonctions des

déviations de la relation de long terme a la période t — 1,

TLt—1 — Tsit—1,

et (s etfr sont appelées parametres de vitesse d’ajustement. On peut généraliser

cette représentation de la fagon suivante:

p p
A(rg) = bro+bs(rog—1 —rsi—1) + > b11(D)Arg—i + > bia(i)Arpi_; + et

=1 =1
p p
A(rpe) = boo+br(rpe—1 —rsu—1) + > ba1(i)Arg_i + Y baa(i)Arpei + eLe.
i=1 i=1

On a donc ajouté des variables retardées en différence pour chaque équation. On
remarque que les différentes variables de cette représentation sont stationnaires
puisque les variables en différence sont stationnaires et que r7,;_1 — rs;—1 est sta-
tionnaire. Les parametres estimés auront donc des lois asymptotiques standards.

Le modele a correction d’erreurs correspond a une représentation VAR aug-
mentée du lien de cointégration entre les variables. S’il y a cointégration et que
I’on modélise les variables en différence sans tenir compte du lien a long terme entre
les séries, on aura alors une erreur de spécification correspondant & ’omission de la
variable explicative du lien de cointégration.

De fagon générale, on aura la représentation suivante:
Axy =g + 21 + MAT_1 + -+ Tpxi_p + €4

ou xy = (w14, Tot, ++, Tme) sont des variables I(1) et g4 = (1,2, +,&mt)" est un
vecteur de bruits blancs possiblement corrélés entre eux. L’expression wz;_q1 est
stationnaire. La dimension de la matrice w correspond au nombre de vecteur de
cointégration.

Il y a trois cas particuliers:

1. rang(m) = 0, on a donc une représentation en différence. Chaque variable est

I(1) et il n’existe pas de lien de cointégration entre les variable.

o7



2. 0 < rang(m) < m et rang(w) = r. Chaque variable est I(1) et il existe r

vecteurs de cointégration linéairement indépendants entre les m variables.
3. rang(m) = m. Chaque variable est stationnaire en niveau.

On peut obtenir la représentation vectorielle a correction d’erreurs (VECM) a partir

du VAR pour les variables en niveau. On a donc
vy = Ao+ Arwi—1 + Asxp o+ -+ Ap1Tipy1 + &
On peut réecrire ce VAR de la fagon suivante
Axy =g + i1 + mMATi—1 + - + TpATi_p + &4
ol
o =Y A -1,
o T = — Zf;rjl A;.
Prenons 'exemple d'un VAR(1) & deux variables y; et z;. On a donc
Yt = a1u¥Yi—1+a122—1 + €y
2t = 021Yt—1 1+ a22%2t—1 + €t

ol £, et €, sont des bruits blancs faibles possiblement corrélés entre eux. On peut

récrire ce VAR de la facon suivante

(1 — anL) —a1aL Yt Eyt
—a21L (1 — a22L) Zt Ext.
Si on inverse pour obtenir la représentation moyenne mobile, on a
v = (1 — CLQQL)&“yt + a1oLe
. =
(1 — auL)(l — QQQL) — a12a21L2

aglLé“yt + (1 — anL)e’fzt
(1 — auL)(l — aggL) — a12a21L2 '

Zt =
On remarque que les deux variables ont le méme dénominateur
(1 — anL)(l — CLQQL) — CL12CL21L2.
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Ce dénominateur détermine la dynamique des deux variables. On peut obtenir les

deux racines caractéristiques \; de ce dénominateur tel qu’on puisse le réécrire
(1 — anL)(l — (ZQQL) — CL12CL21L2 = (1 — )\1L)(1 — )\QL)
Examinons les différents cas possibles

1. |A1],]A2] < 1, dans ce cas les deux variables sont stationnaires,

2. |A1] =1, |A2] = 1, Les deux variables seront (2). Il faut donc les “différencier”

deux fois pour qu’elles soient stationnaires.

3. Si ajg = a1 = 0, chaque variable est un processus AR(1). Si A; et A9 sont
égaux a 1, c.a.d. si aj; et age sont égaux a 1, alors les deux variables sont I(1)

mais ne sont pas cointégrées.

4. Pour que y; et z; soient CI(1,1), il faut qu'une des racines soit égale a 1 et

I’autre plus petite que 1 en valeur absolue.

Prenons le cas ou [A;| =1, on a alors
_ (L—anl)ey +aalex
v (1-L)(1 - AL)
aglLé‘yt + (1 — allL)szt

o= (1—L)(1 - \L)
ou
(1 — (I22L)€yt +ajgLey
1- Ly, =
(L= L)y (1= ML)
a21L€yt + (1 — allL)Ezt
1-L
(1= L)z (1 - AL)

Les deux variables sont donc stationnaires en différences puisque |[A2| < 1.

Pour examiner la cointégration, réecrivons le VAR de la fagon suivante:

Ay B a1 —1  are Yt—1 N Eyt
Az a1 axp —1 241 €2t
Ay = (a1 — Dyr—1 +a2ze-1 + eyt
Az = aniy—1 + (a2 — 1)zi—1 + e
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On peut montrer que si une des racines est égale a 1, alors

a1 —1 = _ 12021
11 (1 —an)
On obtient donc
a12a21
A = ———Y—1 ta122¢t—1 +€
Yt 1 _a22)yt 1 12%t—1 T Eyt
Az = any—1 — (1 —a22)z—1 + €.
En normalisant, on a
Ay = By(y—1 — azi—1) + ey

Az = [(yi—1 —az—1) + e

N __ ___aiza21 _ l—aoo _ , . N . ,
ou 3y = Tlamy @ = —g2 et B, = a21. Une représentation a correction d’erreurs
impose donc des restrictions sur les parametres du VAR en niveau.

On peut maintenant énoncer le théoreme de représentation d’Engel et Granger

(1987).

Théoréeme 3 1. Un vecteur x; de séries I(1) ne sont pas cointégrés si et seule-

ment st le modéle s’écrit

W(L)Axt = &t

ot w(L) est un polynome de degré p et les racines |w(L)| sont a Uextérieur du

cercle unite.

2. Siles séries du vecteur xy sont cointégrées et si a est une matrice de dimension
rxm dont les lignes sont des vecteurs de cointégration indépendants, le modéle

admet une représentation da correction d’erreurs du type

p
Axy = a1 + Z Axy_; + &

i=1
Remarques
1. La cointégration implique ’existence d’une représentation a correction d’erreurs.

L’existence d’une représentation a correction d’erreurs implique la cointégration

entre les variables.
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2. Le nombre de relation de cointégration sera égal au rang de la matrice 7. On
pourra donc effectuer un test de cointégration basé sur le rang de la matrice

7 pour une représentation vectorielle a correction d’erreurs.

Puisque la matrice 7 est de rang r, on peut la décomposer de la fagon suivante:
/
T = Ba

ou (3 est de dimension m X r et « est de dimension m x r également. La matrice
a contient les vecteurs de cointégration et la matrice 3 les parametres d’ajustement

aux relations de long terme.

Remarque

0 et « ne sont pas identifiées puisque
7 =pd =BFF1d = g*a*

ot f* = BF et o = a(F~1).

On aura deux fagons d’effectuer un test de cointégration
e Est-ce qu'il existe une combinaison lindaire « tel que o'xz; est stationnaire?

e Un test basé sur le rang de la matrice w dans le VECM.

5.3 Tests de cointégration
5.3.1 Test de Engel et Granger

On suppose que nous avons effectué un test de racine unité sur y; et x; et que nous
ne pouvons rejeter I'hypothese de racine unité (non stationnaire). On pense que y;
et x; sont reliées a long terme. On va donc effectuer un test de cointégration.

On effectue un M.C.O. sur
Yyt = p+ By + &

et on fait un test de racine unité sur ;. Donc,

p
Agy = per—1 + Z 0iAgy_; + fug
i1
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HQ : p:O
Hy : p <0

La loi asymptotique est non standard et dépend du nombre de variables dans la
premiere estimation par M.C.O. et de la présence d’une constante et une tendance

dans cette régression.

5.3.2 Test de Johansen(1988)

C’est un test basé sur le rang de la matrice m dans la représentation VECM. Le test

d’Engel et Granger a le défaut du choix d’une variable de normalisation, ex:

Y¢ = aiotaiiz + e
ou

zt = a0+ a1yt + €.

En petit échantillon, le résultat peut dépendre de la variable qui est choisie pour la
normalisation. Ce qui est peu souhaitable. Bien entendu, ce choix ne fait aucune
différence de facon assymptotique.

De plus, si on est en présence de plusieurs variables, il peut exister plus d’un vecteur
de cointégration. Il n’y a pas de facon asymptotique de procéder dans 'optique
d’Engel et Granger dans ce cas.

Johansen (1988) et Stock et Watson (1988) ont développé simultanément une
procédure de test basée sur le rang de la matrice # dans la représentation VECM.
Pour comprendre le test de Johansen, examinons un VAR en niveau de 1 retard. On
a donc

Ty = A.%'t_l + &t

on récrit ce VAR de la fagon suivante

T — w1 = Axrg —x1 + e
AIEt = (A—I) Ti—1 + E¢.
N——

™

62



Le rang de la matrice 7 est égal au nombre de vecteurs de cointégration. Le test sera
donc basé sur le rang de cette matrice. Pour effectuer ce test, on doit calculer les
valeurs propres de la matrice w et évaluer si ces valeurs propres sont significativement
différentes de zéro. Ce test est comparable au test de Dickey-Fuller mais dans un
contexte multivarié.
De facon générale, le test sera basé sur la représentation VECM suivante:
P
Ary = Ag+7mxiq+ Z T AT + €.
i=1
Le test consiste donc a évaluer le nombre de valeurs propres (ou valeurs caractéristiques)
différentes de zéro. On calcule les valeurs propres de la matrice 7 et on les ordonnent
de fagon croissante A\ > Ao > --- > \p,. Sile rang de 7 est égal a zéro, donc il n’y a
pas de cointégration, alors toutes les valeurs propres ne seront pas significativement
différentes de zéro.
Puisque In(1) = 0, alors In(1— \;) sera égal & zéro si \; n’est pas significativement

différente de zéro. S’il n’y a pas de cointégration, alors
In(1—XA)=In(1—X)=---=In(l —A\y)=0.

Johansen introduit deux statistiques pour effectuer le test

Mrace(r) = —T Z 111(1_5\2')
i=r+1

)\max(r, r—+ 1) —Thl(l — )\T-Jrl).

La premiere statistique Atpace(r) cherche a évaluer si le nombre de vecteurs distincts
de cointégration est moins que ou égal a r, ce qui constitue I’hypothese nulle contre
une hypothese alternative générale. La seconde statistique considere I’hypothese
nulle de r vecteurs de cointégration contre ’hypothese nulle de r 4+ 1 vecteurs de
cointégration.

Les valeurs critiques dépendent des termes déterministes dans le VECM (matrice
Ap) et des termes déterministes dans la relation de cointégration.
Si les variables en niveau ont une tendance linéaire, il faudra le terme Ay dans le
VECM pour capter cette tendance. On aura alors

p
Ar; = Ag+mxi_q+ ZmAmt_i + &¢
i=1
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ou xy = (T1¢, Tat, -+, Tmt)'. Si les variables en niveau n’ont pas de tendance linéaire

mais que la relation de cointégration inclut une constante alors le VECM est

P
Azry = 7wz + Z AT + €4

i=1
ou z; = (1,214, o, ,Tme)’. On peut effectuer un test pour la présence d’une

constante dans la relation de cointégration.

5.4 Estimation du vecteur de cointégration

Pour fin de simplicité, on suppose le modele bivarié suivant

Y1t = QY2+ vt

Yor = Yau—1 T UV

Les deux termes d’erreurs peuvent étre corrélés entre eux de fagon contemporaine

et dans le temps. Ils peuvent étre également autocorélées. On définit

Uy = (Ult, U2t)/

etv = (vg,vo, --,v7).

La matrice de variance-covariance de v est donnée par
E(w') =X.
On a donc ici un cadre général. On va examiner des cas particuliers pour la matrice
.
5.4.1 Premier cas
v1¢ et vgy ne sont pas corrélées entre eux et ne sont pas autocorrélés. On a donc
E(vyvae—j) = 0, Vj

E(vigv14—;) = 0, pour j#0

E(vgvg—j) = 0, pourj#0
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L’estimateur des moindres carrés ordinaires est donné par ’expression suivante

rT 171 T
ar = Z YatYat Z YatY1e
Li=1 I =
rT 171 T
ar = D yayx| Yy lyna+ vy
Li=1 I =
T T 17l T
ar—o = D yauya| Y yavu
[t=1 I =

Puisque E(y2:v1¢) = 0, alors l'estimateur & est asymptotiquement sans biais. De
plus, cet estimateur converge a la vitesse 1. On dira qu'’il est “superconvergent”.

En effet
-1

T T
ar—a = Z Y2yt Z Y2¢v1¢ = a montrer
t=1 t=1
—_—— —_———
0,(T?) 0,T

Il faut donc que & — « soit multipliée par T pour que la loi de cet estimateur
ne soit pas dégénérée. On peut effectuer de l'inférence standard sur le vecteur de

cointégration (1, —a.

5.4.2 Deuxiéme cas

v1¢ n’est pas corrélé avec vop mais il est autocorrélé. On a donc
E(vitvar—j) = 0, Vj
E(viv1i—;) # 0, pour certains j
L’estimateur des moindres carrés ordinaires est alors biaisé en petit échantillon mais
il est toujours “superconvergent”. Examinons le biais en petit échantillon. Prenons
le cas ou le terme vy; suit un processus AR(1). On a donc
Y1t = Qya+vie ou vy = pui—1+En
Y2t = Y2u—1 + U2

L’estimateur des M.C.O. est toujours

T
ar—a = [Z y2ty2t] > yarvr
t=1

t=1
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On a que
Vit = PU—1 + €1t = P [Y1e—1 — OYou—1] + €1t

On substitue pour 'expression de & — «, alors

T
ar —a = lz YotY2t Z Yot [p (Y1t—1 — ayar—1) + €1t -
t=1 t=1

On a que E (y2t [p (Y111 — ay2i—1) + €11]) # 0 puisque E(yay2:—1) # 0. On a donc
un biais en petit échantillon. Cependant, puisque Z,f:l Yoryor augmente a la vitesse
T? et que le biais augmente & la vitesse T, le biais disparait de facon asymptotique.
L’estimateur est donc “superconvergent”.

Comment peut-on corriger ce biais de petit échantillon? Prenons notre exemple ou

v1¢ suit un processus AR(1). On a donc

Yit = QY+ U1 OU Uiy = pu1i—1 + €1t
=Yt = oY+ 2l
t = ¢+
(1-pL)
Y1t = PY1t—1 + oy — apysr_1 + €1t
yie = oyt + p(Y1—1 — aya—1) + €1t

On peut donc corriger le biais en introduisant des retards du terme de correc-
tion d’erreurs. On effectue alors des M.C. non linéaires. Avec cette correction
paramétrique de la dépendance temporelle de vy, on peut effectuer de 'inférence
stantard sur le vecteur de cointégration.

5.4.3 Troisiéme cas

v1¢ est corrélée de facon contemporaine avec vg; et vy n’est pas autocorrélée. On a
t 2t t

donc,

E(vigvy—j) = o012 pour j =0

= 0 autrement

E(viv1i—;) = 0 pour j #0.
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Notre estimateur des M.C.O. est donné par

T
ar—a = [Z y2t3/2t] > yarvn
t=1 t=1

puisque yor = Zz‘T:1 vy, alors E(ygv1¢) # 0. L’estimateur est donc biaisé en petit
échantillon. Cependant, il est toujours superconvergent puisque . yo:y2: augmente

A la vitesse T2 et 3 yov1¢ augmente a la vitesse 7. Donc,
t—o00

a—a — 0.

Comment peut-on corriger ce biais de petit échantillon? Puisque vy; est corrélé avec

vot, on peut le projeter dans ’espace engendré par vg;. On aura alors
V1 = 012V + €1
ou &1; est orthogonal & v9;. On substitue maintenant dans notre modele

Y1t = Qayor + vt

Y1t = Qyar + 01202 + E1t-
puisque Ayor = v9s, on peut réecrire le modeéle comme étant
Yy = ayzt + 012AY2 + €14

L’estimateur des M.C.O. est alors sans biais en petit échantillon et on peut effectuer

de l'inférence standard.

5.4.4 Quatriéme cas
v1¢ est corrélée de fagon temporelle avec vo;. On a alors
E (vigvg—j) = 612, pour j= —p,---,p

L’estimateur des M.C.O.

T
ar—a = [Z y2t?/2t] >y
=1 t=1
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est biaisé en petit échantillon mais il est toujours “superconvergent”. Examinons le

biais de petit échantillon. Prenons I’expression suivante:

T T t
ZyQtUu = Z Z V25 | V1t-
t=1

t=1 \j=1
Cette expression est différente de zéro en espérance. On a donc un biais en petit
échantillon. Pour la méme raison que le cas précédent, I’estimateur est, par contre
«, ”
superconvergent”.
Comment peut-on corriger ce biais de petit échantillon? On va projeter vy sur

I'espace engendré par vg;—; pour j = —p,---,p. Ceci nous donne

p
v =Y d12jva—j + e
Jj==p

e1¢ est alors orthogonale a vg;_; pour j = —p,---,p. On substitue dans notre modele.

On a alors
p
yie = oy + > S12,52—j + Ent
Jj=-p
puisque Ayo; = vo, le modele peut étre réecrit de la fagon suivante:
D
Y1t = ayz + Z 012,jAY21—j + €1z
Jj=-p
On doit donc inclure des valeurs retardées et avancées de Ayo; pour corriger le biais

de petit échantillon. On peut alors effectuer de I'inférence standard.

5.4.5 Contexte général

Pour une matrice de variance-covariance générale pour v; c.a.d.
E(w) =3,

on devra tenir compte des biais possibles en petit échantillon. Cette matrice générale
de variance-covariance permet les quatre cas étudiés précédement.
L’estimateur des moindres carrés optimal sera obtenu a partir de I’équation mod-

ifiée du modele. On a donc

Y1t = QY + V1.
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L’équation modifiée est donnée par

k

P
yie = oy + > pr(Yu—i — i) + Y 612582 j + ey
=1 j==p

On devra donc effectuer les moindres carrés non-linéaires pour obtenir nos estima-
teurs. Cette solution a été proposée par Phillips-Loretan. On pourrait également
corriger les biais de petit échantillon de fagon non paramétrique (Stock et Watson
(1993)). Les tests usuels pour le vecteur de cointégration ont alors une loi asymp-
totique standard.

Si notre systeme comporte plus qu'une relation de cointégration, on procede alors

avec le VECM de Johansen. Les estimateurs ainsi obtenus sont optimaux.

5.4.6 Inférence pour la relation de cointégration

On veut effectuer des tests pour certaines restrictions sur le vecteur de cointégration.

Prenons par exemple la parité des pouvoirs d’achat. On a

b
e = —

p*
Le taux de change, les prix domestiques et étrangers sont I(1). Cependant, selon la
parité des pouvoirs d’achat, il devrait y avoir cointégration entre ces trois variables.

Récrivons cette relation sous forme logarithmique
Ine; =Inp, — Inp;
On peut donc effectuer un test de cointégration sur I’équation suivante:
Ine; = a+ f1Inps + B2 Inp; + v

Si vy est I(0), alors il y a cointégration.
On peut maintenant faire un test correspondant & la parité des pouvoirs d’achats.

On a donc comme restrictions
Ho=p=1 et [r=-1

Si on utilise comme méthode d’estimation les estimateurs optimaux de Philips-
Loretan ou Johansen (VECM), alors les tests ont une loi asymptotique standard.

On peut donc effectuer les tests de fagon habituelle.
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6 Contexte multivarié

6.1 Introduction

On cherche a estimer les liens dynamiques entre plusieurs séries temporelles.

Exemple: la croissance de la monnaie et la croissance de la production.

6.2 Forme structurelle

On a par exemple la forme structurelle suivante:

Ay = bo+biAmy_1 + baAys_1 + Mi¢
Amy = ag+ a1y + azAmy_1 + 12
ol la matrice de variance-covariance de n; = (114, m2:) donné par E(nmn;) = Q est

diagonale. Les chocs 114 et 12; sont donc orthogonaux.

6.3 Forme réduite

On peut réécrire la forme structurelle sous la forme réduite suivante:

Ay = bo+biAmy—1 + b2 Ay—1 + M1t

Amy = (ap + arbo) + (az + arby) Amy_1 + arbaAys—1 + 12t + a1

Une forme réduite se caractérise par une écriture des variables endogenes en fonction
des variables exogenes ou prédéterminées.

On peut considérer une représentation incluant plusieurs retards.

Ayp = py + 001 Amy_1 + - - + Sop Ay + P21 Ays—1 + - - + Vop Ay_p + €1
Amy = pm + 011Amy 1 + - - + 01pAmy_p + V11AY 1+ P1p Ay p €2t

/ N
et E(eie;) = X ol ¢ = (€14, €21).
De fagon générale, on peut considérer la représentation dynamique sous forme

réduite de m variables contenues dans le vecteur X,
Xe=p+601 X4 1+ + 9pXt7p + €.
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On appelle cette représentation vectorielle dynamique un V.A.R. (Vector Autore-
gressif Process).

Pour les m équations, on aura alors le VAR(p) suivant:

Xe=p+601 X1+ +60,Xi )+ €

Xt — (X1t7X2t7"'7th)/7

€& = (€1t7 €2ty " 7€mt),
E(Et) = 0 et
E(ee;) = X.

€;: est un vecteur de bruits blancs non corrélés entre eux de fagon contemporaine et
la matrice de variance-covariance Y est de dimension m x m.
6.4 Stationnarité
Un processus stochastique vectorielle est stationnaire si
1. BE(Xy)=m Vt
2. var(Xy) < oo, Vm et Vit

3. cov(Xy, Xpyp) = E(Xy — m) (X —m) =T dépend de k et non de ¢

On note que I'y, =T" .

6.5 Estimation

Si on examine la forme réduite, c.a.d. la représentation VAR, on a un systéeme
d’équations de type S.U.R.E.. Etant donné que les variables explicatives sont les
mémes pour chaque équation, '’estimateur M.C.O. est équivalent a l’estimateur

M.C.G.. Donc, 'estimateur des M.C.O. est optimal.
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6.6 Choix du nombre de retards

2m?2p

AIC(p) = Indet(%,) +

m2pln T

SIC(p) = Indet(%,) + T

On minimise AIC ou SIC.

6.7 Causalité

Granger (1969) a proposé le concept de “causalité 4 la Granger” qui fait intervenir les
prévisions des variables a partir de leurs passés. Prenons la représentation incluant

les variables de la croissance de la monnaie et la croissance de la production.

Définition 14 On dira que Amy cause Ay si et seulement si
E(Ayt/Ayi—1, Amy_1) # E(Ay:/Ayi-1)

avec la notation i1 = (T4—1, Ti—2, Tr—3, - . )

Ceci implique que les retards de la variables Am; aide a prédire la variable Ay; en
tenant compte des retards de cette variable. On peut effectuer un test de causalité
en testant si les retards de la variables Am; sont significatifs dans I’équation de Ay;.
Malheureusement ce concept de “causalité a la Granger” n’a pas d’interprétation

économique.

6.8 Fonction de réponses ("Impulse responses”)

On peut obtenir la représentation moyenne mobile de la forme réduite en inversant

la représentation VAR. On peut réécrire la représentation VAR comme étant:
GP(L)Xt = €¢.

ot ©,(L) =T +0O1L+603L?+...+0,LP. Alors, la représentation moyenne mobile

est



ou
Xt == C(L)Gt

Cette représentation nous donne 'impact des chocs €; sur les variables X;.
Reprenons 'exemple avec la monnaie et la production. On peut inverser la

représentation VAR de la forme réduite pour obtenir

Amt ,ufn I Cll(L) Clg(L) €1¢
Ay, Hy Ca(L) C(L) €at

ol fiy, et u, représentent la moyenne non conditionnelle de Am; et Ay respective-
ment.
Examinons maintenant 'impact du choc e1; sur Amy a ’aide de la représentation

moyenne mobile. Cet impact est mesuré par C11(L).

C11(L)61t = C%ﬁlt + ClllLelt + 0121L261t + ...

0 1 2 3
= +Clien+Che—1+Chee—2+ Ciierg—3+....

Le terme C}; mesure I'impact instantané du choc ej; sur la variable Am.
L’effet cumulatif du choc € est donné par la somme des coefficients moyenne

mobile correspondants. Ainsi, cet effet est égal a
Cu(l)=CY +C +CH+Cii + ...

On appelle C;1(1) le multiplicateur de long terme puisqu’il mesure I'impact & long
terme d’un choc €1; pour une série qui est stationnaire en différence.

On peut donc mesurer 'impact de chaque choc sur chaque variable. Cependant,
ces chocs sont corrélés. Il est donc difficile d’interpréter la fonction de réponse
obtenue. On devra donc chercher a retrouver la forme structurelle a 'aide de la

forme réduite.

6.9 VAR structurels

On a donc la forme réduite



On peut obtenir cette forme en estimant le VAR et en inversant la partie au-
torégressive. Pour simplifier, on suppose ici que la moyenne non conditionnelle
du vecteur X; est égale a zéro. Comme on le mentionnait plus tot, les erreurs sont

corrélées. Ainsi
!
E(ee;) =%,

n’est pas une matrice diagonale.

On cherche a obtenir la forme structurelle
Xy = A(L)Ut

ou E(mm)) = Q est une matrice diagonale. Ainsi, pour la forme structurelle, les
erreurs ne sont pas corrélées.
Examinons les liens entre la forme réduite et la forme structurelle. L’effet con-

temporain des chocs pour la forme réduite est donné par
C(O)Gt = €¢

puisque C(0) = I et leffet contemporain des chocs pour la forme structurelle est
donné par A(0)n:;. On a donc le lien suivant entre les erreurs de la forme réduite et

ceux de la forme structurelle
et = A(0)n;.
Si on peut identifier A(0), alors on aura les chocs structurels 7; puisque
ne = A(0) e

On obtient par la suite les coefficients moyennes mobiles structurelles par les relations

suivantes:

Comment obtenir la forme structurelle a partir de la forme réduite?
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On fait face a un probleme d’identification. On veut obtenir & partir de chocs

corrélés des chocs structurels donc non corrélés.

Premiére solution possible: Sims (1980)
On va procéder a l'aide de restrictions de court terme. Pour ce faire, on va
utiliser la matrice de variance-covariance de I'impact contemporain. Cette matrice

de variance-covariance pour la forme réduite et la forme structurelle sera
¥ = A(0)QA(0).

On peut réecrire ceci comme étant,
¥ = A*(0)A*(0)

ou A*(0) = A(O)Q%. On notera par la suite A*(0) par A(0).

Le probleme d’indentification est le suivant: la matrice 3 est une matrice symétrique,

% éléments différents. Pour sa part, la matrice A(0) contient m?

éléments différents. On cherche donc a identifier m?2 éléments & l’aide de W

elle a donc

éléments différents. On a donc un probleme d’identification. On devra imposer
mm=1) yestrictions.

La stratégie de Sims (1980) consiste a appliquer une décomposition de Choleski
pour la matrice de variance-covarinace X. La décomposition de Choleski permet de

décomposer une matrice F' symétrique définie positive de la facon suivante:
F =Gq¢

ol G est une matrice triangulaire par le bas. Les élément au-dessus de la diagonale
sont donc égaux a zéro.
En appliquant la décomposition de Choleski a la matrice de variance-covariance

de leffet contemporain de la forme réduite, on obtient une matrice A(0) triangulaire
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par le bas, ainsi,

all 0 0 0 s 0
asy a9 0 0
as; agz ass 0
A0) =
| @m1 Am2 - Amm-2 Omm-1 Omm |

Par la relation ¢, = A(0)n;, cette représentation particuliere de A(0) impose donc
que seulement le premier choc structurel a un effet contemporain sur la premiere
variable de la représentation VAR. Le premier et le deuxiéme chocs structurels ont
un effet contemporain sur la deuxieme variable et ainsi de suite. L’ordonnancement
des variables dans le VAR est donc cruciale.

(m—1)

De facon générale, on peut imposer mT valeurs de la matrice A(0) et résoudre

le systeme d’équations résultants de 1’égalité
¥ = A(0)A(0).

Ces restrictions peuvent provenir de raisonnements économiques (Bernanke et Mi-

hov, QJE (1998)).

Autre solution possible: restrictions de long terme (Blanchard Quah,
1989)

On va vu que 'impact a long terme d’un choc est donné par la somme des
coefficients moyennnes mobiles de ce choc. On a donc les relations suivantes pour

Iimpact a long terme des chocs de la forme réduite et de la forme structurelle:
C(].)Gt == A(l)’f}t

A partir de cette égalité, on obtient ’égalité des matrices de variance-covariance de

long terme donnée par:

C()2C(1) = A(1) ALY (4)
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ce qui implique que

et donc

En imposant un nombre suffisant de restrictions sur la matrice A(1) mesurant
I'impact & long terme des chocs structurels, on peut identifier la matrice A(0). Par
exemple, Blanchard et Quah (1989) applique une décomposition de Choleski sur la
matrice de variance-covariance de long terme de la forme réduite donnée par (4).
Ce type de restrictions implique, par exemple, que seulement le premier choc a un
impact a long terme sur la premiere variable de la représentation VAR. Il est impor-
tant de comprendre que ’on peut parler d’'impact a long terme seulement pour des
series non stationnaires en niveau et stationnaires en différence. Ces séries seront
donc incluent en différence dans la représentation VAR.

On peut maintenant généraliser le probleme d’identification des chocs structurels.
De facon générale, on a I’égalité suivante entre les matrices de variance-covariance

de la forme réduite et de la forme structurelle:
C(2)XC(z) = A(2)A(z)

pour un opérateur z quelconque. Les restrictions de court terme & la Sims corre-

spondent au cas ou z = 0. En effet, pour ce cas, on a
C(0)2C(0) = A(0)A(0)

et C(0) = I. Les restrictions de long terme correspondent au cas ou z = 1,
Cc(H)xC(1) = A1)A(1).

De la méme facon, on pourrait envisager des restrictions dans le domaine des

fréquences. Ainsi,

C(exp(iw))EC (exp(iw)) = A(exp(iw))A(exp(iw))
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et donc z = exp(iw) (Guay et Pelgrin (2005)).
Une fois que 'identification de la matrice A(0) est réalisée, on peut obtenir les
fonctions de réponse et la décomposition de variance des chocs structurels a partir

de la représentation moyenne mobile structurelle.

6.10 Fonctions de réponses structurelles (”impulse response func-
tions”)
Maintenant que nous avons récupérer la représentation moyenne mobile structurelle,

on peut analyser la réponse dynamique des variables aux chocs structurels.

On a donc la représentation moyenne mobile structurelle suivante:

Cette représentation nous donne l'impact des chocs structurels 7; sur les variables
X
Reprenons 'exemple avec la monnaie et la production. On a la représentation

moyenne mobile structurelle suivante:
Amy wr N A (L) Aia(L) U
Ayy 0y A9 (L) Az(L) Mot

ol py, et py représentent la moyenne non conditionnelle de Am; et Ay; respective-
ment.
Examinons maintenant I'impact du choc ny; sur Am; a I’aide de la représentation

moyenne mobile structurelle. Cet impact est mesuré par A;1(L).

Ay (Leyy = AVymuy+ AL Ly + AL L0 + ...

= A?mlt + A%lnl,t—l + A%ml,t—2 + A?1?71¢—3 +...

Le terme Ay, mesure I'impact instantané du choc 71, sur la variable Am;.
L’effet cumulatif du choc 714 est donné par la somme des coefficients moyenne

mobile correspondants. Ainsi, cet effet est égal a
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Lorsque la variable X; est en différence, comme ici avec Ay et Amy, on appelle
A11(1) le multiplicateur de long terme puisqu’il mesure 'impact a long terme d’un
choc 7.

Les fonctions de réponses (”impulse response functions”) mesurent donc 'impact
de chaque choc structurel sur chaque variable.

6.11 Décomposition de la variance

On cherche ici a mesurer la proportion de la variance de la série qui est produit par
un choc structurel. En particulier, on cherche a mesurer la contribution de chaque
structurel a la variance pour différent horizon.

Reprenons la représentation moyenne mobile structurelle: On a donc la représentation

moyenne mobile structu relle suivante:
Xt = A(L)T]t

A partir de cette représentation, on peut calculer la prévision de X; 1 conditionnelle

a I’ensemble d’information au temps ¢t. Cette prévision est donnée par:
EXypy1 = Aln + A% + By g+ ...
L’erreur de la prévision est donc
Xip1 — B X1 = A%

La prévision de Xy, 9 conditionnelle a ’ensemble d’information au temps ¢ est donnée

par
EiXpyo = Al + Ay + Ao + ..
L’erreur de prévision est alors
Xit2 — Bt Xeyo = Ao + Alnps.

De facon générale, la prévision de X;,p conditionnelle a ’ensemble d’information au

temps t est
EiXyin = Ah??t + Ah_lntfl + Ah_277t72 ...
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et l'erreur de prévision correspondante est
_ 40 1 2 h—1
Xivn — EeXepn = Ameen + -+ Aepn—1 + ANegny, + 0+ A .

A partir de ce résultat, on peut calculer la variance de la série provenant de chaque
choc structurel pour différent horizons h de prévision.

Reprenons maintenant notre exemple. A partir de la représentation moyenne
mobile structurelle de Amy, on peut obtenir la variance de l'erreur de prévision a
différents horizons pour les deux chocs. Ainsi, de fagon générale pour un horizon
” h?? .

Amyyp — ErAmyyp, = AV neen + Almen—1 + -+ A e
+ Almpiin + Al irno + -+ AR Ve
On peut donc obtenir la variance de ’erreur de prévision due aux deux chocs struc-
turels comme étant
2 0 \2 1,2 h—1y2] 2
Amh) = (A2 + (Al + -+ (Al 2,
+ (A2 + (AL + - + (4l o2,
On peut ainsi avoir la proportion qui provient de chaque choc structurel. Pour le

choc structurel 1, on a
(A9 + (AL)2 + -+ (Al 02,

et pour le choc structurel 2,
[(A9)7 + (AL)? + -+ (Al 1)?] 02,
oAm(h)

Cette mesure nous indique la proportion des mouvements de la série qui sont produits

par chaque choc structurel pour différents horizons. Plus cette proportion est grande
pour un choc structurels, plus celui-ci est important dans les fluctuations de la série.
7 Non-linéarité des données financieres

Dans les chapitres précédents, on a considéré une structure linéaire pour caractériser

les donneés. Cependant on retrouve tres souvent des non-linéarités dans les données.
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Le comportement des agents économiques face au risque et aux rendements anticipés
peut étre non-linéaire. De plus, plusieurs contracts financiers sont non-linéaires, ex:
produits dérivées.

On a également vu que les séries financieres étaient caractérisées par une dis-
tribution asymétrique et leptokurtique. Pour obtenir une telle distribution, on doit
considérer une modélisation non-linéaire.

Les modeles non-linéaires sont beaucoup plus difficiles a étudier. On a habituelle-
ment pas de forme analytique pour les estimateurs. On doit utiliser des algorithmes

d’optimisation. Ces modeles sont donc beaucoup plus lourd & manipuler.

8 Modeéles non-linéaires univariés

Par le théoreme de Wold, tout processus stationnaire faible admet une représentation

moyenne mobile infinie:

Y, = 6(t) + A(L)es

0 € est une suite de variables aléatoires de moyenne nulle E(e;) = 0, homoscédastique
V(et) = Q (non conditionnelle).

Si la série a un comportement non-linéaire, les non-linéarités se retrouveront
dans le terme d’erreur ;.

Lorsqu’on cherche & modéliser la série de fagon non linéaire, on explimera cette
série en fonction de terme d’erreur i.i.d.. Ainsi, on aura la représentation générale

suivante:

Tt = f(5t76t7175t72a )

0 € est 1.i.d.(0,1) et f() est une fonction quelconque.
Cette fonction est trop générale pour étre utilisable. On peut considérer le cas

particulier suivant:
zr = g(€t—1, €12, ...) + eth(er—1, €1-2, ...)
La fonction g() représente la moyenne conditionnelle:

Ei_ 1z = g(ﬁt—l, €t—2, )
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et la fonction h(), la variance conditionnelle:
By q[(2 — Et—lxt)z] = h(et-1, €12, )2

Le modele sera non-linéaire dans sa moyenne si g() est non-linéaire et non-linéaire
dans sa variance si h()? est non-linéaire.

Exemple de modele non-linéaire dans sa moyenne: un processus moyenne mobile
d’ordre 1 non-linéaire:

2
Ty = € + q€p_q

Dans cette exemple, g() = ae?_; et h() = 1.
Les modeles ARCH tel que le ARCH(1) suivant:

est non-linéaire dans sa variance. Ainsi, g() = 0 et h() = \/ae?_;.

8.1 Quelques modeles paramétriques non-linéaires

On veut représenter la fonction g() par l’expansion de Volterra. Ainsi, onpeut
représenter tout precessus stationnaire strict par une approximation polynmiale dans

un bruit blanc gaussien, c.a.d.:

[o o e o]

:u+206t z+zzez]€t i€t— ]"’Zzzemket i€t—j€t— kTt

1=1 j=1 i=1 j=1 k=j
On peut également avoir une représentation de type autorégressive. On aura

alors:

(o olNNe O lNe o]

M""Zazxt z+zzszxt iLt— ]‘f‘zzzcz]kzmt iTt—iTe—f + -

i=1 j=i i=1 j=i k=j
On peut également avoir une représentation de type ARMA. Par exemple, le
modele bilinéaire a la forme suivante:
M+Za,et i +Zﬂﬂit i +ZZ’y,]xt i€t—j
i=1 j=i
Une généralisation particuliere de ce modele va étre caractérisée par de ’hétéroscédasticité
conditionnelle (voir plus bas):

P r
=+ Y e+ > Bicr—icr + €

i=1 =1
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dans lequel:

p
E(x|li—1) = p+ Z Qi€p—;
i=1

, 2
Var(z|li—1) = <1 + Zﬂietﬂ) 03
i=1

8.1.1 Modéles linéaires par morceaux

Modele TAR (Threshold Autoregressive Representation)

Le modele TAR(1) sera du type:
_ { a1+ Gz +e si w1 <k
o ag + Boxi—1+ € st w41 >k
Dans le graphique qui suit, la ligne noire est une série générée a ’aide du pro-
cessus TAR suivant:
B 0,92, 1 +¢€¢ st x4 >0
o { 0,921+ & s w1 <0
et la ligne rouge représente le processus suivant:
) 05w te siowi 20
e { 1,924 14+¢ st x4 <0

avec €, ~ N(0,1)

Processus TAR(1)
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Dans ce type de processus, il y a beaucoup de persistance lorsque x; est positif
alors que 'autocorrélation devient inférieure a zéro lorsque que la série est négative.
La conséquence est que le passage sous zéro est de tres courte durée. De plus, comme
on peut voir sur le graphique qui suit, la nonlinéarité fait en sorte que la densité de
x; est de moyenne non nulle et est asymétrique (j’ai utilisé le premier processus).
Selon cette simulation, la skewness tend approximativement vers 1,9 et la kurtosis

vers 3,3.1

Density

0.10

0.05
1

!
7

Prenons I’exemple des rendements journaliers de I'indice de la bourse de New-

York entre juin 1996 et septembre 1999:

I est & noter qu’on pourrait calculer formellement ces deux valeurs mais 'objectifs est unique-

ment d’illustrer 'effet de la nonlinéarité.
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Bourse de New—York

N
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S
oo}
2
=1 —
5]
: g
< S
=]
o) I
=
©
<
g
I

I I I I I I I
1996.5 1997.0 1997.5 1998.0 1998.5 1999.0 1999.5

temps

Le processus qui minimise le critere d’Akaike est le AR(1). Le résultat de ’estimation

est:

Estimation E—type test-t valeur-p
arl 0.0299688  0.0349428  0.858 0.3911
constante  0.0006485  0.0003526  1.839 0.0659

Regardons maintenant le résultat de l’estimation du modele TAR(1) suivant:

S+oTri1+e si 11 >0
ry =
O+ ri14+e si r1<0

qu’on a obtenu en estimant le modele suivant par les MCO:
re =0+ ¢ 1l 0+ 0 -1l <o) T

0 legp est une fonction indicatrice qui est égale a 1 si 'expression "exp” est vraie et

est égale a 0 sinon.

Estimation E-type test-t Valeur-p
0 -0.0003375  0.0005138 -0.657 0.51140
¢~  -0.0983034  0.0599229 -1.640 0.10129
ot 0.1693816  0.0633457 2.674  0.00765 **
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Le processus est donc similaire aux deux processus qu’on a simulés plus haut.

Pour voir si ce processus reproduit les caractéristiques du rendement de I’indice,
j’ai généré un processus en supposant que les estimations sont les vraies valeurs des
coefficients et que ¢; ~ iid N(0, (0,1)). On remarque que la moyenne échantillonnale
est positive malgré le fait que la constante soit négative. De plus, le processus est
légerement asymétrique comme pour le rendement du portefeuille. Par contre, la
simulation ne reproduit pas la kurtosis du rendement. En effet, la kurtosis de ce
dernier est égale a 8,4 alors que celle de la série simulée est de 2,9. On va donc
devoir considérer d’autres types de nonlinéarité afin de reproduire le comportement

leptokurtique des rendements.

Modeéle TMA (Threshold Moving Average)

Le modele sans effet contemporain (Wicker 1981) a la représentation suivante:

ptetajeg_1 st €1 <0
Ty —
n+ €+ aoe—q St €1 > 0

Avec effet comtemporain (Guay-Scaillet 2003)
Xi = p+ogede<o+ageleso+ oy e 1leco + o 611, >0
On a également des modeles avec changements structurels. Par exemple:

p1+ Pz + € pour t=1,---,Ty
po + Boxi—1+ e pour t=Ty+1,---,T

Ty =

Modeéles a changement de régime (Hamilton 1989)

On a une modélisation du type suivant:

a1+ Brxe1 +er st Sp=1
oo+ Poxi_1 +€p SISy =2

Ty =

ou S; est une variable d’état non observable ayant une matrice de transition P

modélisée comme étant une chaine de Markov. Ainsi:
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P11 1—po22

e
I

1—pu  p2

pi1 = P{S; =1|S;—1 =1}
pag = P{S; = 2|S;—1 =2}

Remarque: la variance change selon le régime. (référence: Hamilton, Time Series

Analysis chapitre 22)

Exemple: Prenons 'exemple de la croissance trimestrielle du PIB aux Etats-Unis
de 1947 a 1991. Les régimes sont: S; = 1: croissance positive et Sy = 2: croissance

négative. 2

Croissance trimestrielle du PIB

croissance
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
|

—0.02

1950 1960 1970 1980 1990

temps

Cette série représente bien les processus a changement de régime car il y a de

longues périodes consécutives de croissance positive suivies de périodes consécutives

2L’exemple est tiré de ” Analysis of financial time series” par Ruey S. Tsay, chapitre 4.
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durant lesquelles la croissance est négative. Les résultats de l'estimation du AR(4)

a changement de régime sont:

régime 1

Coefficients ¢ o1 o o3 ®4 o1 D21
Estimation 0.909 0.265 0.029 -0.126 -0.110 0.816 0.118
F-type 0202 0.113 0126 0.103 0109 0.125 0.053

régime 2

Coefficients c1 o1 ®2 ®3 o o1 D12
Estimation -0.420 0.216 0.628 -0.073 -0.097 1.017 0.286
F-type  0.324 0347 0377 0364 0404 0293 0.064

0 po1 = 1 — p11 est la probabilité de tomber en récession alors que p1a = 1 — poo
est la probabilité de sortir d’une récession. On peu démontrer que 'inverse de ces
probabilités représente la durée moyenne de chaque régime. Les récessions ont donc
une durée moyenne de 3,69 trimestres alors que les périodes d’expansion durent en

moyenne 11,31 trimestres.

9 Estimation non-paramétrique

(ref. Tsay, chap 4)

Si on ne connait le type de nonlinéarité, on peut de fagon générale supposer que

Y; est une fonction quelconque de Xji:
Yy = m(X¢) +ue
Si on avait n valeurs Y; pour un X; donnée, on pourrait estimer m(X;) par :

(X) =

)

Y;
1

n

En pratique on a qu’un seul Y; pour chaque X;. Mais si on suppose que la fonction
m(x) est suffisamment lisse, on peut estimer m(z) en calculant la moyenne des Y;

dans un voisinnage de x comme le démontre le graphique suivant:
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" A

m(x) est app = la moyenne des points dans ce voisinnage

m(x)

On va donc estimer m(x) de la faon suivante:

| I
m(x) = T Zwt(ac)Yt
i=1

o wi(z) représente une pondération qui accorde plus d’importance aux Y; associés

aux X; proches de x. On peut représenter w;(x) de la faon suivante:

_ Kp(z — xy)
=TS e — )

o Kj(z) est un noyau (ou kernel) qui possede la propriété d’une fonction de den-

sité centrée a zéro et h est un parametre (bandwidth) qui détermine 1’étendu du
voisinnage. On a donc:
/Kh(z)dz =1
On a donc: .
m(z) = 7
>t—1 Knlz — )

Les deux noyaux proposés par Tsay sont le Gaussien:

1 —x?
Kp(z) = h/(27) exp <2h2>
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et celui de Epanechnikov:

22
Ky (x) = ? (1 - hg) {

o {} représente une fonction indicatrice. Le graphique qui suit illustre Pallure des

x

-1 <1
H<1

deux noyaux pour h = 2:

d1l
0.2

0.0
|

0 20 40 60 80 100

Index

Pour examiner la performance de cet estimateur, considérons le processus suiv-

ant:

Y: = sin(Xy) + ug

avec X; € [—2m,27] et uy ~ N(0,1). Le grahique suivant illustre le processus Y; ,

)

Pestimation de m(z) a l’aide du noyau gaussien et h = 1 et la vraie fonction, sin(z)

(la ligne bleu est m(x) alors que la ligne rouge est m(z)):
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Voici 'estimation de la méme fonction avec le noyau de Epanechnikov et h = 1:

Il reste a présenter comment choisir h. Ce sera dans une version future du document.
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10 Tests univariés de non-linéarité

10.1 Test de Hsieh

On considere des tests basés sur des moments d’ordre supérieurs a deux. Comme
on a vu dans les exemples de la section précédente, la nonlinéarité a un impact sur
les moments d’ordre 3 et 4. Par exemple, Hseih a introduit un test basé sur une
statistique considérant le moment d’ordre 3. La statistique du test est la suivante:
Qi) = Peited)
Elaf]
Pour des données qui sont i.i.d. ou pour un modele de martingale (non-linéaire

seulement dans la variance) alors Q(7,5) = 0.

L’estimateur sera ’équivalent empirique de cette statistique:

Q(z ) i [% Zt l'tl’tflmtfj]
7] - l 2 3/2
(7 2 7]
et
VTQ(i.j) L2 N(0,V)
0 1 2,2 2
V= (722 xt‘Tt—ixt—j]
P
T 2.t Lt
On veut tester simultanément Q;; =0 V 4,5 = 1,---,k pour un k donné. Ceci

peut se faire a 1'aide du test x? suivant:
A S A?j 2
Q= ZZIJZI T7 ~ X2
Le choix du parametre k se fait de la faon habituelle en tenant compte du fait que

la puissance diminue lorsque k augmente alors que le niveau est biaisé si k est trop

faible.

Exemple: Considérons la série des rendements journaliers du titre de IBM de

1962 & 1997 3.

3Source: http://www.gsb.uchicago.edu/fac/ruey.tsay /teaching/fts/
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Rendement IBM
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Jours

La statistique pour k=4 est égale a 15,03 pour une valeur-p de 0,57. Donc on ne
rejette pas Ho:linéarité. Si on aumente k, on obtient des résultats similaires. Le
résultat ne signifie pas que le rendement du titre est linéaire car ce test ne détecte

pas la nonlinéarité dans la variance.

10.2 Test BDS (Brock, Dechert, Scheinkman (1987))

Ceci est une autre test non-paramétrique mais qui test I’hypothese iid d’une série
temporelle. Il devrait donc pouvoir détecter la nonlinéarité dans la variance et
dans la moyenne. Sa construction est quelque peu complexe car elle fait appel a la

”correlation integral” dont l’équivalent empirique est:

2
Cy(6,T) = Is(x!, X! =1,k
1, T) (T—l+1)(T—l)§ 5(Xi, X;)
o X! = (zi,zit1, -, wip1)" et Is(X;, X;) est une fonction indicatrice égale & 1 si
| Xt X;» ||< & et zéro sinon o || . || signifie supnorm (la plus grand distance entre les

éléments des deux vecteurs)). Les auteurs ont démontré que

VT[Cr(6,T) = C1(6,T)| = N(0,v)
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avec
k—1

v=4|NF4+2Y NFICY 4 (k- 1)°C* — KPNC*>
j=1
o C peut étre estimé par C1(0,T) et N par:

6
(T—k+1)(T—k)(T—Fk—1) o Is(w, w6)Is(xs, )

t<s<u

N(5,T) =

On doit retirer la dépendence linéaire avant d’effectuer le test. On estime donc le
ARMA(p,q) approprié et on teste les résidus. Le vecteur (z1,---,zr)" utilisé plus
haut représente donc les résidus et non la série originale.

Les propriétés du test dépendent du choix de k et . Par exemple, pour T" = 800 le
niveau du test est de 5% (pour une valeur critique de 1,96) si § tourne autour de 1
a 1,5 fois I’écart type de x et ce pour des valeurs de k comprises entre 4 et 6. Ce
niveau est maintenu pour différentes densités de x. Il n’y a que pour une variable
iid chi-carré que la taille de ’échantillon doit dépasser 1000. De plus, la puissance
semble excellente lorsque 7' = 1000 pour différente alternative: (i) ARCH, (ii) TAR,
(iii) TMA, etc.
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Exemple: Sion applique le test au rendement du tire de IBM, on obtient:

k 0

o, | 1.bo,
2 112,7| 134
3116,1 | 16,4
4118,8 | 18,6
521,71 209
6| 24,5 | 228

La linéarité est donc fortement rejetée. Etant donné que le test précédent n’a
pas rejeté ’hypothese nulle, il est donc fort probable que la nonlinéarité soit dans

la variance.

10.3 Test Reset: Ramsey(1969)

Ceci est un test paramétrique. La procédure est la suivante: On estime le AR(P)
suivant:

Xi =0+ Xi1 4+ +0pXip + &

et on obtient la somme des carrés des résidus SC'R;, la moyenne conditionnelle de
Xti
Xt = 54— ¢31th1 + -+ (Z)pthp

et les résidus €;. Ensuite on estime:
€& = 0+pXp 1+ +pXip

9 XP + X

et on obtient la somme des carrés des résidus SCRs. Le test est:

(SCRl — SCRQ)/(S +p)
SCRy/(T — s)

F=

On peut également tester directement les modeles paramétrique qu’on a vus plus

haut (TAR, TMA, etc.)
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11 Modeles a hétéroscédasticité conditionnelle

Pourquoi I’hétéroscédasticité conditionnelle peut-étre intéressante en finance?

On va supposer un modele AR(1):
y=u+oy_1+e Vi, | <1
ol € est un bruit blanc faible satisfaisant la condition de différence de martingale:
E(etler—1) =0

On va introduire une liaison temporelle de la variance conditionnelle par 'intermédiaire

d’un processus autorégressif:

& =ctaci +u Vi

ou u; est un bruit blanc fort.

On a besoin de certaines conditions:
1. la] <1
2. 1l faut assurer la positivité de €

Les conditions suffisantes pour le point 2 est a > 0 et ¢+ u; > 0 pour toute
valeur admissible de u;. On a donc une contrainte pour le support de la loi de ;.

Propriétés du processus d’innovation ¢;

On a fait ’hypothese que E(e|e;—1) = 0. Ceci implique que E(e]e;—p) = 0 par

le théoreme de projection itérée:
Eletlern) = E[E(et|et,1)'et_h] = E(0les_p) =0

Par remplacement récursif, on obtient de I’équation de €2 que:

h

=cll+at---+a"N+ae , +u+au1 4+ +a" up

Alors .
l—a h 2
1" a +a ey,

E(e?|et_h) =c
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donc
1—al
+ ahﬁg_h

V(etler—n) = c 11—

Si h — oo, on obtient la variance non conditionnelle:

Vie) = . f i homoscédasticité
Propriétés du processus 1
1—¢h
E(yelye—n) = py— el "y

V(ytlye—1) = V(et|yi—1) = ¢+ aer_,

Distribution des erreurs
On peut obtenir d’autres résultats si on précise la loi des termes d’erreurs ¢;.

Engel(1982) suppose que €; est conditionnellement normal, c.a.d.:
etler—1 ~ N(0,c+ ae} ;)

Ce processus conditionnellement normal n’est pas marginalement gaussien.

On a que

On calcule le Kurtosis: ) ,
E(€;) l1—a
K= = >1
3E(e7)2  1—3a?

La distribution est dite leptokurtique.

11.1 Extension des modeles ARCH
11.1.1 Modeéle ARCH(q) Engel(1982)

Généralisation du modele ARCH(1). On aura que:

q

2 2

€ =c+ E Qi€ + Uy
i=1

et
E(€t|€t71) = 0
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ou u; est une différence de martingale. La variance conditionnelle est donc:
q
V(€t|€t—1) =c+ Z aief_i
i=1
Différence de martingale
E(Gt‘ﬁt_l) =0

V(e) =Q  indépendant de t

11.1.2 Modele GARCH(p.q) Bollerslev(1986)

On peut introduire une partie moyenne mobile. Le modele est défini par:
E(€t|€t,1) = 0
q P
V(Gt‘et_1> = ht =c+ Z Oliﬁ%_i + Z 6’iht—i
i=1 j=1
Ce modele peut étre réécrit sous une forme plus facile a comparer avec I’écriture

autorégressive. Introduisons I'innovation suivante:
Uy = 6? — ht

On remplace dans la formulation GARCH:
q P
& —u=c+ Z i€+ Z ﬁj(fg—j — Ug—j)
i=1 j=1

et donc
maz(p,q)

et2=c+ Z (Oéz‘i‘ﬂzﬁtz‘i‘ut Z/Bjutj
=1

C’est une sorte de représentation ARMA pour le processus €.

11.1.3 Modeles ARCH-M Engel-Lilien-Robins(1987)

L’idée qu’un actif risqué produit un rendement supérieur suggere que la variance
conditionnelle devrait étre une variable explicative pour un processus de rendement.
Le ARCH-M (ARCH-in-mean) nous permet de modéliser cette caractéristique. Ex-
emple:

yr = i3 + Shy + &

ol €; suit un procesus GARCH.
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11.2 Stationnarité d’un processus GARCH(p,q)

On a que:

E(Gt‘ﬁt_l) =0

q p
Vetler—1) = hy =c+ Z 0(1'6%_@- + Z Bjhi—;
i—1 j=1

Propriété Un processus ¢; satisfaisant un modele GARCH(p.q) avec des coefficients
positifs: ¢ > 0, a; > 0 et 8; > 0, Vi, Vj, est asymptotiquement stationnaire au

second ordre si:

=1

05(1)4-5(1) :Zai—FZﬁj <1
j=1

11.3 Kurtosis

On suppose un processus GARCH conditionnellement gaussien. Dans un tel cas, les

moments d’ordre 2 et 4 du processus sont liés par:
2
B(ejler—1) = 3[E(€f]er-1)]
On prend l'espérance non conditionnelle de chacun des membres:

E(e) = BlE(ef]er-1)]
= 3B[B(cle-1))”
2
> B{E[E(e?]et_l)]} —  Inégalité de Jensens

= 3B
On peut en déduire que
__Ble) _,  VIE(la)]
Tam@r T E@r

Le kurtosis est donc lié a 'hétéroscédasticité conditionnelle.

Inégalité de Jensens Si h() est une fonction convexe, alors:

Efh(z)] = hE(z)]
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De la méme fagon que pour le processus ARCH(1), on peut montrer pour le
processus GARCH(1,1) que si 1 — 2a3 — (a1 + 31)? > 0 alors le Kurtosis est donnée

par:

_ B) . 1—(a+ )’ -1
N 3E(e?)2 1= (ar+ ) — 202

La distribution est donc leptokurtique.

12 Estimation par le pseudo-maximum de vraisemblance

On détermine l'estimateur du (pseudo) maximum de vraisemblance en se basant sur

I’hypothese de la loi conditionnelle normale. La vraisemblance est:

T
L(Y;0) = [ te(y; 0)
t=1

ou [; est la densité conditionnellement au passé. L’estimateur est obtenu comme
étant:

Op = arg max [In L(Y;0)]

Cette estimateur du pseudo-maximum de vraisemblance dépend a la fois de la vraie
distribution sous jacente et de celle utilisée pour calculer la vraisemblance (ici la
loi normale). Sous diverses conditions de régularité, cet estimateur est convergent,
méme si la véritable loi sous jacente n’est pas conditionnellement normale. De plus,

cet estimateur est asymptotiquement normal et a comme variance asymptotique:

Vas [VT(0r — 0)] = 77117

g E _82 Inl(Y;0)
—° 9000’

et

;B [aln I4(Y;0) 0lnl (Y 0)]
- o0 a0’

? désignant ’espérance par rapport a la vraie loi.
Généralement, J et I sont différentes. Ces deux matrices sont semblables si la

vraie loi est la loi utilisée pour obtenir I'estimateur du PMV. Alors, on a:
Vas[VT(0r —0)] =7 =17
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Exemple de l'utilisation du P.M.V.:

On suppose une suite de variables aléatoire indépendantes de méme loi Yy, t =

2

1,---,T, de moyenne m et de variance ¢© inconnus. La log-vraisemblance basée sur

I’hypothese de normalité est:
-T T 4
InL = 71n02 - 5111271' = 5.2 E (Y; — m)?

les C.P.O. sont:

On obtient a partir de ces C.P.O., les estimateurs du P.M.V.:
1 & 1 & _
mr=—>Y , 67==> (Y,—-Yp)’
T.H T

Ces estimateurs sont convergents méme si la vraie loi n’est pas normale.

On obtient pour I et J:

w(552) B [ g =}
I =
| E{Gm [l gk —m)?]} B[ gk gk (Y - m)?]’
K s B ()
| s B(u®) 7
ouu = Y;m et k= 3(533)2 = Eg4.

J a la forme usuelle:
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La matrice de variance-covariance asymptotique est:

mr —m [ o? o3 Eu?
Vas \/T ’ =
62 —o? o3Eu? (3k —1)0*

ot mg = E(Y —m)3.
Si la vraie loi est normale, on a m3 = 0 et kK = 1; les deux estimateurs mr et
&% sont asymptotiquement non corrélés. Ce n’est pas le cas en général. Il y aura

corrélation entre les deux estimateurs si la loi présente de I'asymétrie.

12.1 P.M.V. avec de I’hétéroscédasticité conditionnelle

On a le modeéle suivant:
E(}G’Yt—17X) - mt(a) - m(}/;f—l)Xt; 6)

et
V(Yi|Yi-1, X) = hy(0) = h(Yi—1, X5 0)

Ces deux moments conditionnels peuvent dépendre a la fois des valeurs passées du
processus et des valeurs présentes et passées de certaines caractéristiques exogenes X.
Ce modele inclut les différentes spécifications présentées avec de I'hétéroscédasticité
conditionnelle.

On va écrire la vraisemblance comme si la distribution conditionnelle de Y;

sachant Y;_1 et X était normale. On a donc:

-T 1 & 1 &Y — me(0))?
InL=—1In2r -~ Inhi(0) — = —_—
2 2 Z:l 2 tzz:l h(0)
Les C.P.O. sont:
OlnL . —1 Z 1 6ht(9) +li [Y;g—mt(Q)F aht(e) in—mt(g) Gmt(e)
N 2 hi(6)? 00 ht(0) 00

t=1 t=1

Les C.P.O. peuvent étre facilement écrites en fonction des résidus ”standardisés”:

A~

_ Y — mu(0)
ht<é)1/2

A~
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On obtient

1 amt(é)at .

—_
5

h@) 2
22 o0 e o

—> Conditions d’orthogonalité avec les résidus et les résidus aux carrés centrés.

Si on veut diviser 0 tel que § = (o/, "), olt a n’apparait que dans la moyenne

conditionnelle et # dans la variance conditionnelle, on a:

OlnL Y, — my(e) Ome() B d 1 Omy(a)
da _t; m(B)  oa _;ht(ﬂ)lﬂ da T

&
=

GlnL_lzT: 19
B 25 p) 9

Matrice de covariance asymptotique

On a que

_E[_L 0m(0)0mu(9) 1 Ohi(6) Ohu(6)

/ h(0) 060 00 ' 2m(0)2 06  of

La matrice I a des expressions qui font intervenir le moment conditionnel d’ordre 3
de Y;:
M3(0) = E[(Y; — m4(0))*[Yi-1, Xi]

et sa kurtosis conditionnelle:

1

= 3o (Ve = ma(8) " ¥emr, Xi]

K(0)

Cette matrice est donnée par:
° {4 m@r oo oo LR - Ut e T e
M.
20 (0) [ o oo T+ os op ) M0
Ces formules sont une généralisation de celles obtenues dans le cas d’échantillonnage.

Si K¢(0) =1 et M3(0) =0, alors J = I.

Si le vecteur 6 peut étre écrit = (o/, 5)" et que a apparait seulement dans la

moyenne conditionnelle et 3 dans la variance conditionnelle, alors:
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¥ [ e 5] 0

J =
E Ohy(B) Ohe (B
0 5 | ot 25 2P
FE Omy () Omy(a E omy(a) Ohe(B
0 {hi%ﬂ) Bog) 6a(/ )} 0 [th%ﬁ)Q aiﬁ) ai@(/)MSt(e)]

I:

E om¢(a) Oht (B FE Ohy(B) Ohe (B
o |amtap 5 5 M) [artan "85 %5 (Ki©) - 1)

La variance asymptotique de ’estimateur &; est

oo g o

et celle de BT

[ 1 am(ﬁ)@m(ﬁ)]}‘l
2, (B)2 9B Op

[ 1 Oh(B) Oh(P3)
Ah(B)2 98 Op

< {F L5 5 )

On estime I et J par la moyenne empirique:

Vas(\/T(BT - ﬁ)) = { 0
E

X

(35K,(6) - 1)

.1 9Wnl(Y,0r) dInly(Y, b7)
IT_TZ 00 o0’

t=1

. =1 &9 (Y, 0p)
JT_?Z 0000/

t=1
et
Vs (VT (07 — 0)) = JptIpJp?
Considérons un modele de régression avec des erreurs ARCH(p). On a que:
Vi =Xib+ ¢
ol
E(6t|6t,1) =0

Vetler—1) =c+arer ; +---+ apef_p
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mt(G) = th

ainsi
hi(0) = c+ a1 (Vo1 — Xi-10)* + - + ap(Yiep — Xy—pb)?
. Le premier groupe

On a deux groupes de parametres a = b et 8 = (¢,d’)
apparalt a la fois dans la moyenne et la variance, alors que le second est spécifique

a la variance.
Les C.P.O. sont:
dln L(h) ZT:lAQA Poo, T e,
da i hi j=1 ’ =1
1
d1n L(6) 1, -] &
— = — (2 — h =0
8,6 ; 2h%( t t) :
=

Le premier sous-systeme correspond aux C.P.O. usuelles avec hétéroscédasticité
exogene. Le second sous-systeme a l'interprétation suivante: apres remplacement du
parametre b par son estimateur, les équation autorégressives définissant le moment

d’ordre deux peuvent étre approchées par:
22 ~2 )
€& =ctarg_q+ - +ape_,+ug

ol
= Y; — Xiby
V(u) = V(ei|er—1) = 2h}
sous I'hypothese de normalité conditionnelle
On peut donc effectuer des moindres carrés pondérés (généralisés) avec comme
On peut également montrer que les parameétres figurant dans la moyenne et ceux

poids 1/2h3.
figurant dans la variance sont non corrélés asymptotiquement comme c’est le cas
pour la loi gaussienne, et ce, méme si le parametre b apparait dans la moyenne
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conditionnelle et la variance conditionnelle dans le cas ou ¢ est conditionnellement
gaussien. Donc on aura que:

Jag =0

ou J,g est la dérivée de la vraisemblance par rapport a « et (.

12.2 Application a un modele GARCH
Considérons un modele GARCH(p,q) conditionnellement gaussien:
€t|€t,1 ~ N(O, ht)

avec

P q
he=c+ Y aie i+ Y Bihij

i=1 J=1
On réécrit a I'aide de I'opérateur retard:

B(L)hi = ¢+ a(L)é?

ou

hy = c* + 5(L)e?

ou §(L) est un polynéome d’ordre infini. Cette expression donne la variance condi-
tionnelle en terme de parametres et de variables observables. Ainsi h(0) dépend de
toutes les valeurs passées. Il faudra donc remplacer hy(f) par une approximation
tronquée dans laquelle les valeurs €2 correspondant aux dates négatives sont prises
égales & zéro. Appelons cette approximation hy(6).

La log vraisemblance sera:

~ -T 1 r - 1 T €2
InL=—1I2r— 2> Inh(f) — 5 =+
2 2 t=1 2 t=1 ht(e)

12.3 Test d’hétéroscédasticité pour h(0)

LM-test (Engle (1982))
On suppose le modele ARCH(p) suivant:
ye = mi(a) + e(a)

hi(a) = Bo + Z ﬁjﬁg—j(a)-

J=1
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L’hypothese nulle homoscédasticité conditionnelle est:
Ho : ﬁJZO ijl,p

On peut facilement effectuer le test de type LM de la facon suivante: on effectue
premierement les moindres carrés ordinaires sur la premiere équation pour obtenir
les résidus estimés ¢;. Ensuite, on effectue un test sur les retards des résidus aux

carrés dans I’équation des résidus aux carrés. On a alors,
& = Bo+ Pré;_1 + Boff o+ ...+ Bpér_p + us.
On peut montrer que la statistique LM du test est égale a
LMr =TR> L \2(p)

ot R? est le coefficient de détermination de la régression des résidus aux carrés sur

ces retards.

Q-Statistique des résidus aux carrés
Mcleod et Li (1983) ont proposé la statistique de test de Ljung-Box pou le
carrés des résidus comme test d’hétéroscédasticité conditionnelle. Dans ce context,

la statistique est donc:
=T(T+2 —t
Qum) =T(1+2) ) 7

ot T est le nombre d’observations et p? est I'estimateur de 'autocorrélation d’ordre
1 des résidus & aux carrées. Cette statistique suit de fagon asymptotique une loi du
chi-deux & m — p — ¢ degrés de liberté. p et ¢ étant 'ordre du processus ARMA
caractérisant la moyenne conditionnelle. Ce test est asymptotiquement équivalent

au test de type LM proposé par Engle (1982).

12.4 Validation de la réprésentation a hétéroscédasticité condition-

nelle

De fagon générale, la représentation retenue a la forme GARCH suivante:
yr = X;0 + €
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et
P q
hi = c+ Z Oézf?_i + Z Bihi—;.
i=1 j=1
On appelle alors les résidus ”standardisés”:

€t

Si la spécification ARCH ou GARCH est adéquate ces résidus standardisés de-
vraient suivent une loi normale ou une student selon le cas. On peut donc tester
la spécifiction a hétéroscédasticité conditionnelle retenues a 'aides des résidus stan-
dardisés. Par exemple, on veut vérifier si ces résidus se comportent selon une loi

normale.

13 Modeles a hétéroscédasticité conditionnelle multi-
variés
Jusqu’a maintenant, on a considéré la volatilité d’un seul actif. De fagon générale,

on s’intéressera a 1l’évolution de la volatilité dans le temps pour plusieurs actifs

financiers.

13.1 Modeéle non contraint: GARCH multivarié

On a le modele suivant:

E(6t|6t71) =0

0 ¢ est de dimension n et

V(6t|6t71) = Ht

et la matrice H; contient les éléments suivants:

q
hk,l.,t = Ck,l + Z Z aklk’l’,iek/,t—iel’,tfi

i=1 LK.l

-

=1

Z ﬁklk/l’,ihk’l’,ti]
k'l

Exemple: H; est de dimension 2x2 et on considére un processus ARCH(1)

Ht — hllt
h

h
h

12t

21t 22t

108



Py = € 0 €10 161,01 + Q0 €1,0-1€2,0—1 + O 100€2 416241 + Q0 €24 1€1 41
Pyy = Cop Qa1 €14 1€1 11 F Ol 10 €11—1€2,4—1 F Qlyy00 €24 16241 + Qyppy €24 1€1,1—1
Pio, = €+ Qi €14 1€1, 01 F Ooyp€1t—1€24 1 + Q1000 €2t 16241 + Qpoy €24 1€1,1—1
Pryn, = Cop + Qo1 €14 1€1,1—1 F Olyn p€1,t—1€24 1 F Qyppn €24 16241 + Qpoy €24 1€1,4—1
La matrice H; est symétrique. Ceci implique des contraintes entre les coefficients:

Cot = Ciie

aklk’l’,z’ - alkk’l’,i ’ aklk’l’,i - akll’k’,i

/Bklk’l’,i = /Blkk’l’,i ? ’Bklk’l’,i = ﬁkll’k’,i
Sous ces restrictions, on a

n(n+1)

. n(n—i—l)r

+@+®[ 5

parameétres différents. Pour un ARCH(1), on aura 1+ [n(n+ 1)]/2 parameétres pour

chaque équation. Pour un ARCH(1) ceci donne:

n 1 2 3 4

1+ 2ot 2 4 7 11

Nombre total de parametres || 2 12 42 110

On peut réécerire la formulation GARCH générale de faon plus compact:

q P
vech(H) = vech(C) + ZAivech(et_ie;_i) + Z Bjvech(H;—;)
i=1 i=1
o vech() indique la ”vectorisation” de la partie triangulaire par le bas. A; et B; sont

des matrices contenant les parametres correspondants.

On peut également représenter sous la forme matricielle:

H=C + (In 02y EQ_Z)AZ(In & et—i)

-

@
Il
—

+

-

@
Il
—

E|(In @ &) Bi(ln ® €1-i)|er-i-1

0 ® représente le produit Kronecker.

109



Exemple: ARCH(1), n=2

On a
h’llt Cn Ay Gy Gy ei,l
h12t = C12 + CL21 CL22 a23 6115—16215—1
h21t Co Qg A3y (g 63,5,1

On a 4 parametres par équation et 12 parametres a estimer. On doit donc contrain-

dre le modele dans la plupart des cas pour I'estimer.

13.2 Modéles contraints
13.2.1 Modele diagonal:

Les matrices A; et B; sont diagonales de telle sorte que h,, dépend seulement de
lui-méme.
Exemple: ARCH(1)

hyy, =c¢y +byhy,

h12,t =Cp, T b12h12,t71
h22,t =Cp, T b22 h22,t71
Probléeme:
e Un portefeuille d’un certain poids aq et ao des deux actifs ne respecte pas

cette représentation. La contrainte n’est pas invariante a la composition du

portefeuille.
e Ne tient pas compte de la substitution des risques entre les actifs
e Ne respecte pas les conditions de positivité.

Exemple: On construit un portefeuille d’un poids o1 du premier actif et d’'un poids

o du deuxieme actif. La variance conditionnelle du portefeuille est donc:

2 2
h = alh’ll,t + a2h22,z + 2a1a2h12,z

a,t
2 2
= ajc,, +a5c,, + 201000,

2 2
+O‘lbu hll,t—l + a2b22 h22,t—1 20[16!2612 h12,t—1
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qui ne correspond pas a une forme diagonale:

h,,=c,+b,h

a'Ya,t—1

13.2.2 Modeéle avec des corrélations conditionnelles constantes (Boller-

slev 1987)

Les variances et les covariances conditionnelles varient dans le temps. Par contre,

on impose des corrélations conditionnelles invariantes dans le temps. On a alors:
6t|Qt,1 ~ N(O, Ht)

Les termes d’erreurs suivent une normale conditionnelle par hypothese. La matrice

de variance-covariance est définie comme étant:
H; = D;RD;

ou D, est une matrice diagonale contenant le processus GARCH du rendement 7 a

la position (i,7) et R est la matrice des coefficients de corrélation.

Exemple: On suppose un vecteur contenant les rendements de deux titres financiers.
Ainsi:
T =
T2t

La matrice de variance-covariance conditionnelle est alors:
1/2 1/2
hll,t h12,t hu t 0 1 P12 h12 ¢
Ht g g ’ ’

/
hory T, 0 hl || P 1 0 h

22t

0
1/2
22,t

Si I'hétéroscédasticité conditionnelle du rendement de chaque titre est modélisée

comme un GARCH(1,1), alors:

_ 2
hll,t =Cy + a11T17t71 =+ bllhll,t—l
h,,  =c, +a,.r> +b.h

22t — Co2 227941 22/22 ¢t 1

1/2 0 1/2
hn,t = p12h h

11,¢' 722t

Pour cette spécification, on a [n(n + 5)]/2 parametres a estimer.

Probléeme: Les corrélations constantes sont souvent rejetées.
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13.2.3 Modeéle avec des corrélations conditionnelles dynamiques (Engle-

Sheppard 2001)

On a donc le vecteur

7|1 ~ N(0, Hy)

Dans la modélisation introduite par Engle-Sheppard, les corrélations changent dans
le temps. Ainsi:

Hy = DR D,

ou D, est la matrice diagonale contenant le processus GARCH h;‘/ f du rendement ¢
a la position (1,1) et R; est la matrice des coefficients de corrélation.
La stratégie des deux auteurs consiste a spécifier une structure de type GARCH

pour modéliser les corrélations dynamiques. On pose

R =Qf QQ;

et
M N
Qi=p+ Y anlreomrt ) + D BuQec
m=1 n=1

et

Vs 0

1 V22t
Qt =

0 Vv |

La matrice QQf contient les éléments diagonaux de la matrice ); élevés a la puissance

1/2.

Ainsi, on aura la matrice des corrélations dynamiques R; ou:

P Piay plN,t
P12t Pazst
R; = ’
| Pinge Pone 77 Pang |
avec

or

pij,t —
Dis e Djje
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13.2.4 Modéle a facteurs

Le vecteur ¢ dépend d’un facteur F; (ou variables d’état) et d’un bruit tel que:

€t = A Iy + et
(nx1) (nx1) (1x1) (nx1)

et A mesure la sensibilité au facteur F; (ou (), E(Fie:) =0, et

Ft|Ft—1 ~ N(07 0152)

P
ol = ag + Z o F2,
i=1
Eledei—1) =0 , V(eder—1) =Q

Ainsi

V(€t|€t,1) == Ht = O't2)\>\, + Q
On peut généraliser a plusieurs facteurs.
Ce type de représentation est difficile a estimer étant donné que le ou les facteurs
sont inobservables. On va utiliser le filtre de Kalman. La distribution de ¢; contient

un grand nombre d’intégrales a résoudre. On peut facilement écrire la densité de ¢

et F;. La densité des observations €; cependant comporte des intégrales multiples:

l(eT,eT_l,---,el|F0):/"-/l(eT,FT,eT_l,FT,l,'--,61,F1|F0)dFT~-dF1

On a un nombre d’intégrales égal au nombre d’observations.
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14 La méthode des moments généralisés

La méthode des moments généralisés (GMM) consiste & estimer des parametres
d’intérét a ’aide de conditions de moments appelées également conditions d’orthogonalité.
L’estimateur est obtenu & l’aide des conditions de moments empiriques correspon-

dantes aux conditions de moments théoriques.

Prenons, par exemple, une variable y; ou ¢t = 1,---,T. Le premier moment est

donnée par:

E(yt) = p.

Le scalaire p est donc la moyenne non conditionnelle de la loi des y;. On obtient
un estimateur de p par 1’ equivalent empirique de la condition de moment théorique.

Ainsi, on peut réécrire le moment théorique sous la forme:
E(yr —p) =0

et I'estimateur de la méthode des moments est:

1< 1 &

TZ(yt—u)=0=>ﬂ=TZyt.

T=1 T=1
L’estimateur i satisfait la condition de moment empirique.
De la méme facon, la variance théorique de 1 est donnée par
E(y; — p)* = o’
Cette condition de moment peut naturellement étre réécrite comme étant:
E((ys — p)* = o%) = 0.

L’estimateur de la méthode des moments est obtenu en égalisant & zéro la condition

de moment empirique correspondante,

1 ¢ N2 A2
TZ{(%—M) —U}:O

T=1
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Examinons maintenant le modele linéaire suivant:
/
yr = By + et

ou (3 est un vecteur de parametres de dimension K x 1, x; est un vecteur de variables
explicatives aléatoires de dimension K x 1, E(g;) = 0, E(etg4—;) = 02 pour j = 0 et

0 autrement (bruit blanc faible).

Pour que l'estimateur des moindres carrés ordinaires soit sans biais, il doit re-

specter la condition suivante:
E(ét/.’Et) = 0.

On peut obtenir des conditions de moments non conditionnelles en prémultipliant
par le vecteur x; et en prenant I’espérance. Ainsi, qui correspond aux conditions de

moments suivantes:
El‘tE(Et/ZL‘t) = E($t5t) =0.

On a donc ici K conditions de moments.
L’estimateur de la méthode des moments généralisés est celui qui égalise les

conditions de moments empiriques a zéro,

1 & 1 & X
T thét = T Zl‘t(yt — ﬂlltt) = 0.
t=1 t=1
On obtient ainsi ’estimateur de la méthodes des moments généralisés
B=(X'X)"'X'Y

écrit de facon matricielle o X est une matrice T" x K contenant les variables ex-
plicatives et Y est le vecteur contenant les observations de la variables dépendantes.

Cet estimateur correspond & ’estimateur des moindres carrés ordinaires.
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Si E(zer) # 0, on peut utiliser un vecteur de variables instrumentales z; de

dimension égal ou plus grande que K, tel que E(z:z;) # 0 et E(ze) = 0.

L’estimateur a variables instrumentales sera sans biais s’il respecte les conditions

d’orthogonalité suivantes:
E(Zt&'t) =0.

Un vecteur de variables instrumentales doit donc étre orthogonale au terme d’erreur
g¢. De plus, ce vecteur doit contenir le plus possible la méme information que le
vecteur de variables explicatives x;. Le vecteur de variables instruments doit donc

étre le plus fortement corrélé possible avec le vecteur de variables explicatives.

L’estimateur est donné par le vecteur de parametres qui égalise les conditions de

moments empiriques a zéro. Ainsi,

On peut réécrire les conditions de moments de fagon matricielle:

% \

1 1 A
—7'é=_7'(Y —Xp3)=0
ou Z est la matrice contenant les variables instrumentales de dimension T' X Q.

Si le vecteur de variables instrumentales z; a la méme dimension que le vecteur
x¢, alors 'estimateur de la méthode des moments généralisés (estimateur a variables

instrumentales) est donné par
Bvr=(Z2'X)"'2'Y.

Cet estimateur est également connu comme étant I’estimateur des moindres carrés

indirects.

Lorsque le nombre d’instruments est plus grand que le nombre de parameétres

d’intérét, on peut utiliser une combinaison des instruments telle que
E(AZ'e) =0
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E(Z*¢)
et Z7* = ZA', A est de dimension K x Q et de rang égal & K.
L’estimateur est alors donnée par
Ly lAZ’(Y X3) =0
T T -
alors
By = (AZ'X)""AZ'Y.

On a autant d’estimateur qu’il existe de matrice A. Il y a donc une infinité

d’estimateur. On peut montrer que I'estimateur optimal est obtenu avec
A=X'72(Z2'2)7",
alors 'estimateur de la méthode des moments généralisés est:
Byr = [X’Z(Z’Z)*lz’xr1 X'2(Z2'2)712'y,
qui correspond a l’estimateur des doubles moindes carrés (Two stage least squares).
Soit un modele général non linéaire:
Y =hwX,05)+e
ol € = (g1,€9,...,61) et E(e) =0, E(ee!) = Q ou Q est une matrice definie positive.

On peut donc avoir de l'autocorrélation et/ou de I'hétéroscédasticité. Il est de
plus possible que E(X’e) # 0. Cependant, il existe un vecteur de variables instru-

mentales z; de dimension q tel que E(Z'e) = 0.

On peut donc utiliser les conditions de moments empiriques pour obtenir un

estimateur de 3, ainsi
1 & 1 & .
T > mE = T > zi(ye — h(z3)) = 0.
t=1 t=1
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Si Q = K, c.a.d., si la dimension du vecteur de variables instrumentales est
égale a la dimension de [, alors on aura 1’égalité a zéro et I'estimateur est unique.
Si @ > K, on aura besoin d’une mesure de distance par rapport a zéro. On prendra
une mesure quadratique. L’estimateur de la méthode des moments généralisés sera

donné comme la solution du probleme suivant:
R 1 T ! 1 T
= argmin [ — zer | Wr | = ZE
B g (T;tt> T(T;tt>

ou Wy est une matrice définie positive qui peut dépendre des observations.

Il existe autant d’estimateur qu’il existe de matrice de pondération W. Hansen

(1982) a montré que l'estimateur optimal est obtenu pour W = S~1 ou
1 X
S = lim Var | —= 2z | .
i vor (73
Pour le cas avec hétéroscédasticité seulement, on a que

1z
S = Tlgrolo T Z aiizizg.
=1
White (1982) a proposé l'estimateur convergent suivant:
1 X
St =— Zé?zizg,
i=1
. . P
et il a montré que Sy — S.
Lorsqu’il y a autocorrélation des erreurs, Newey-West (1987) ont démontré que

I’estimateur suivant était convergent

17 T o
ST = T Z w(l) Z 5iei_l(zizg_l + ZZ'_ZZ,E)
1=0 i=1
onw(l)=1- ﬁ (fenétre de Bartlett). On peut choisir r de fagon endogene (Newy-

West (1994)).

On peut maintenant examiner la méthode des moments généralisés dans un con-
texte général. De fagon générale, on a les conditions de moments théoriques suiv-

antes:
E[f(z¢,00)] =0
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ou Ay est un vecteur de parametres d’intérét de dimension p. x; est un vecteur de

séries observées stationnaires et f est une fonction continue de dimension g ou ¢ > p.

07 sera choisi tel que les conditions de moments empiriques sont le plus proche

de zéro, c.a.d.

1
T Z f(IL‘t, (9)

t=1

Si ¢ = p, alors on aura I’égalité a zéro, I'estimateur sera unique. Si ¢ > p, on

minimise une certaine mesure de distance par rapport a zéro.

Définition 15 Etant donné une matrice symétrique définie positive Wr de dimen-
ston q X q dépendant éventuellement des observations, on appelle l’estimateur de la

méthode des moments généralisés associé a Wr, une solution O (W) du probléme

1 & o1
min | — x,0) | W | = x,0) | .
pin (1370000 (1300
La matrice W mesure I'importance relative donnée aux conditions de moments.

On peut montrer que:
VT (0r ~ 09) “ N (0, (D'W D)~ D'WSW D(D'W D))

1 G Of(w,0r) p . [0f(@e,00)
R R

t=1

et Wp 2 W, et

. 1 &
S = lim Var (\/T ;f(xt,9)> .

T—o00

Il existe autant d’estimateur qu’il existe de matrice Wr. Un estimateur optimal

est obtenu avec la matrice Wr = S, 1. On a alors
~ loi I o—1 -1
\/T(HT—QO)—>N(O,(DS D) )
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Pour ce choix de Wy, la matrice de variance-covariance est la plus petite possible.

Lorsque ¢ > p, on obtient un test de spécification basé sur les conditions de

suridentification. Ce test est donné par la statistique suivante:
1 & AV 1 i
Jr=T =Y fla,0r) | Wr| =Y f(z,0)
T T <
t=1 t=1
et suit une loi du x2(q — p).

La méthode des moments généralisés est une méthode en deux étapes.

1. Ala premiere étape, on estime # pour une matrice W quelconque. Habituelle-
ment, on utilise la matrice identité. Puisque ’estimateur obtenu est conver-

gent, on peut I'utiliser pour construire un estimateur convergent de S.

2. Ayant obtenu un estimateur convergent de S, on réestime 6 avec Wr = S, L

Ainsi, on obtient un estimateur optimal.

Exemple:

Supposons une économie composée d’un agent représentatif qui maximise une
fonction d’utilité intertemporelle sous une contrainte budgétaire.
Le probleme de maximisation de 1’agent est le suivant:
o0

max FEj ZﬂjU(C’tﬂ)

CtyjsAttj+1 =0

ou 3 est le taux d’escompte, Cy; la consommation au temps ¢t + j et U(Cy4;) est la
fonction d’utilité dépendant de la consommation en ¢ + j. La contrainte budgétaire

est donnée par ’expression suivante:
Cryj + Arpjrr = (L4 Resjo1045) Ay + Y

ou Ay4; est la quantité détenue d’un actif financier sans risque venant & échéance en
t+7, Riyj—1,+; est le rendement de Iactif financier sans risque détenu de la période

t+j — 1 ala période t + j et Y;4; représente le revenu exogene a la période t + j.
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On considere la forme fonctionnelle suivante pour la fonction d’utilité:

cl7 -1
1—0

U(Cy) =

ou o est le parametre d’aversion au risque.

Par les conditions du premier ordre, on peut obtenir I’équation d’Euler suivante:
Ey {5 (14 Rypq1) Ct_fl} =C,°.

On peut réécriire cette équation sous la forme suivante:

B+ (& o

On a donc une espérance conditionnelle par rapport a ’ensemble d’information en
t. On cherche & estimer les parametres structurelles § = (3,0)’. On peut obtenir
une espérance non conditionnelle en projetant 1’équation d’Euler sur des éléments
de I'ensemble d’information en ¢. Prenons par exemble les instruments suivants z; =

(Ct/Cr=1,C4—1/Ci—2, Ri_1 4, Rt_27t_1)/. On aura donc comme moments théoriques:
EZtEt (Et—i—l/zt) =F (ZtEt—l—l) =0

ou

C ag
ger1 =B (1 + Repy1) (Cttl) - L
+

On peut donc estimer les parametres structurelles par GMM avec 1’équivalent em-
pirique des moments théoriques. On pourra également effectuer un test de spécification

puisque nous avons quatre moments et deux parametres a estimer.

Problémes:

e Instruments faibles: le choix des instruments est tres important pour les pro-
priétés de l'estimateur GMM en petit et en grand échantillons. Les variables
instrumentales doivent étre corrélées avec les variables dépendantes sinon le
conportement en petit et grand échantillons est trés mauvais (voir Staiger et
Stock (1997)). Ces deux auteurs proposent d’effectuer une régression des vari-
ables dépendantes sur les instruments et de calculer une statistique F' pour la

significativité des instruments dans cette régression.
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e Biais: le biais de I'estimateur GMM augmente avec le nombre de moments.
Newey et Smith (2004) donnent une justification asymptotique a ce comporte-

ment.

e L’estimateur n’est pas invariant a la normalisation choisie.

Hansen, Heaton et Ogaki (1996) ont proposé un estimateur GMM invariant & la
normalisation choisie. Cet estimateur est appelé ” Continuous Updated Estimator”

(CUE). Il prend la forme suivante:

R 1 I ! 1T
b = argmin (T ; flae, 9)) Wr(0) (T ; fla, 9)) :

La matrice de poids est donc estimée conjointement. La procédure d’estimation
s’effectue en une étape. Newey et Smith (2004) montrent également que le biais
de cet estimateur n’augmente pas avec le nombre de conditions de moments. Cet

estimateur est cependant plus fragile numériquement.
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